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PROLOGO

La ensefianza deberia ser de tal naturaleza que
lo que se ofreciere se recibiera como un don valioso
y N0 cOmMo un penoso deber...

ALBERT EINSTEIN

El siguiente trabajo tiene como objetivo servir de apoyo tedrico a los
estudiantes de la Escuela Superior de Economia del Instituto Politécnico
Nacional que cursan la materia de estadistica descriptiva del plan de
estudios vigente.

El libro se compone de seis capitulos que cubren el contenido de la
materia. En el primero, se presenta una breve introduccion a la estadis-
tica que incluye la definicion de estadistica, antecedentes historicos y
ramas que la componen, asi como la relacion que existe entre la esta-
distica y la economia, y, adicionalmente, algunos conceptos basicos
imprescindibles para iniciar nuestro estudio.

En el segundo capitulo se presenta la descripcién y medicion de
series de datos, se explica el uso del sigma en estadistica, los distintos
tipos de series de datos, por ejemplo: simples y compuestos, a partir de
las cuales se muestra la aplicacién de las medidas de tendencia central
y de dispersion, asimetria y curtosis, por Ultimo, se estudia el teorema de
Chebyshev y su importancia para la materia.

13



14 ESTADISTICA DESCRIPTIVA

El capitulo tercero aborda el estudio de la probabilidad y compren-
de conceptos basicos, definiciones y aplicaciones; en el cuarto capitulo
se tratan las distribuciones de probabilidad discretas como son: la distri-
bucién binomial, la binomial generalizada, la hipergeométrica y la dis-
tribucion de Poisson. En el capitulo quinto continuamos con el estudio
de las distribuciones de probabilidad continuas tales como la distribu-
cion normal, normal estandar y la distribucion "t" de student.

Finalmente, el dltimo capitulo trata sobre el estudio de los nUmeros
indices, son importantes y Utiles sobre todo en el campo de la econo-
mia.
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1. INTRODUCCION

No entiendes realmente algo a menos que
seas capaz de explicarlo.

ALBERT EINSTEIN

Objetivos:
Al finalizar el capitulo el alumno ser& capaz de:

 Definir el concepto de estadistica.

» Describir cuéles son las diferentes ramas de la estadistica.

» Comprender la relacién entre la economia y la estadistica.

» Describir los conceptos de variable aleatoria, continua y dis
creta, variable cuantitativa, cualitativa, poblacion y muestras.

21



INTRODUCCION 23

1.1 DEFINICION DE ESTADISTICA

a. Murray y Spiegel*

La estadistica estudia los métodos cientificos para recoger, organizar,
resumir y analizar datos asi como para obtener conclusiones validas y
tomar decisiones razonables basadas en tal analisis.

b. Daniel Pefia®

La estadistica actual es el resultado de la union de dos disciplinas que
evolucionaron independientemente hasta confluir en el siglo xix: La
primera es el calculo de probabilidades que nace en el siglo Xvil como
teoria matemética de los juegos de azar. La segunda es la estadistica (o
ciencia del Estado, del latin status), que estudia la descripcion de datos
y tiene raices mas antiguas. La integracion de ambas lineas del pensa-
miento da lugar a una ciencia que estudia cémo obtener conclusiones
de la investigacion empirica mediante el uso de modelos matematicos.

c. Mendenhall®

La estadistica es un area de la ciencia que se ocupa del disefio de expe-
rimentos o procedimientos de muestreo, del andlisis de datos y de rea-
lizar inferencias acerca de una poblacién de mediciones a partir de la
informacién contenida en una muestra.

Murray y Spiegel, Estadistica, McGraw-Hill, Serie Schaum, México, 1970. Daniel
Pefia Sanchez de Rivera, Estadistica modelos y métodos: 1. Fundamentos, vol. 1,
Alianza Universidad textos, México, 1972.

William Mendenhall, Introduccién a la probabilidad y la estadistica, Ed. Iberoameri-
cana, México, 1987.
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d. Deduccion

La estadistica es una rama de la ciencia matematica que se ocupa de
organizar, resumir y analizar datos y, partiendo de ese andlisis, realiza
inferencias (deducciones) de una poblacién a partir de la informacién
contenida en una muestra. La estadistica, en una etapa mas avanzada,
trata de obtener conclusiones validas para la toma de decisiones en una
investigacion mediante el uso de modelos matematicos, en economia
recibe el nombre de econometria.

1.2 ANTECEDENTES HISTORICOS*

En las piramides de Egipto se encontraron pinturas que mues
tran juegos de azar, provenientes de la primera dinastia (3500
a.n.e.).

Los dados mas antiguos que se han encontrado se remontan a
unos 3000 afios a.n.e., y se utilizaron tanto en el juego como
en ceremonias religiosas. Los oraculos, sacerdotes o pitonisas
de Grecia y Roma, utilizaban la configuracion resultante de
tirar cuatro dados para predecir el futuro y revelar la voluntad
favorable o desfavorable de los dioses.

El célculo de probabilidades se consolida como disciplina
independiente en el periodo que transcurre desde la segunda
mitad del siglo xvu hasta comienzos del siglo xvm. Durante el
siglo xvm, el célculo de probabilidades se extiende a problemas
fisicos y actuariales (seguros maritimos). El principal impulsor
de su desarrollo durante ese periodo es el conjunto de proble
mas de astronomia y fisica que surgen ligados a la contrasta-
cion empirica de la teoria de Newton (1642-1782).

“Daniel Pefia Sanchez de Rivera, op. cit., pp. 28-37.
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D. Bernoulli (1700-1782) proporciona la primera solucién al
problema de estimar una cantidad desconocida a partir de un
conjunto de mediciones de su valor que, por el error experi
mental, presentan variabilidad.

¢ Otros importantes autores que contribuyen al desarrollo de la
estadistica son: Marqués de Laplace (1749-1827), Bravais
(1846), gedlogo y astrélogo Benjamin Pierce (1852).

« Por tanto, a mediados del siglo xix existen ya las herramientas
béasicas que van a dar lugar a la estadistica actual. Sin embargo,
la aplicacion de estos principios se restringio a la fisica y la astro
nomia con poca influencia sobre otras areas del conocimiento.
Paralelamente a este desarrollo de las herramientas estadisticas
se daba el hecho de que desde la antigliedad los estados reco
gian la informacion sobre la poblacion y la riqueza que existia
en sus dominios. Los censos romanos, los inventarios de Car-
lomagno sobre sus posesiones, etc., pueden considerarse pre
cedentes de la institucionalizacion de la recoleccion de datos
demograficos y econémicos por los estados modernos.

» Durante el siglo xvm y la mayor parte del siglo xix, la estadisti
ca evoluciona como ciencia separada del calculo de probabi
lidades y la teoria de errores, es decir, en este caso se refiere a
la estadistica que se dedicaba a la recoleccién de informacion.

« Larevolucién realizada en la fisica por Newton, se produjo en la
biologia por la obra de Darwin. El primero en resaltar la nece
sidad de acudir a métodos estadisticos para contrastar la teoria
de Darwin fue Francis Galton (1822-1911). Galton estudi6
exhaustivamente la distribucion normal e introdujo el concepto
de linea de regresion comparando las estaturas de padres e hijos.

» La solucién de los problemas planteados por Galton y retomados

por Weldon (1860-1906)° requeria de métodos estadisticos méas

® Weldon, W. R. F. (1860-1906), entonces catedratico de zoologia en la Universidad
de Londres aplica los métodos estadisticos a la biologia animal.
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avanzados que los existentes, razon por la cual, Weldon busca la
colaboracion de un matematico y fildsofo: K. Pearson (1857-
1936). La colaboracién de estos autores y el apoyo de Galton
constituyen el impulso generador de la corriente de contribu-
ciones que dan fundamento a la estadistica actual.

El gran impulso se produce entre 1920 y el final de la Segunda
Guerra Mundial, cuando se extiende la aplicacion de los méto
dos estadisticos en &reas tan diversas como la ingenieria, la fisi
ca, la antropologia, la psicologia y la medicina. La busqueda
de respuestas a las nuevas interrogantes planteadas por estas
aplicaciones impulsan, a su vez, el desarrollo de nuevos méto
dos estadisticos.

Durante este periodo las aplicaciones de la estadistica a la eco
nomia conducen a una disciplina con contenido propio: la
econometria.

A partir de 1950 podemos considerar que comienza la época
moderna de la estadistica.



1.3 RAMAS DE LA ESTADISTICA®

INTRODUCCION 27

Estadistica
Y
: ¥
Estadistica descriptiva Teoria de la Estadistica inductiva
o deductiva probabilidad o inferencial
r Y Y

*  Eslaparte de la estadisti-
ca gue se ocupa solamen-
te de describir y analizar
un conjunto dado de da-
tos, sin sacar conclusio-
nes o inferencias.

+  Comprende la tabulacion,
representacién y descrip-
cidn de una serie de datos
que pueden ser cuantitati-
vos como: estatura y peso
o cualitativos como: sexo
y lipp de personalidad.
Asi pues, sirve de herra-
mienta o instrumento para
describir, resumir o reducir
las propiedades de un
conglomerado de datos
para que se puedan
manejar.

Esta rama se utiliza en el
andlisis de situaciones en
las que interviene el azar,
como por ejemplo, juegos
de dados, cartas, tiro de
monedas, en casi todos
los deportes como, el bo-
xeo, &l futbol, las carreras
de caballos, etcétera.

Es la parte de la estadis-
tica que sirve para deducir
importantes conclusiones
acerca de un conjunto de
datos a partir del analisis
de los mismos, y llegar a
Inferencias validas (al no
poder estar absolutamen-
te ciertos de la veracidad
de tales inferencias, con
frecuencia se utiliza en
estas conclusiones el tér-
minc de probabilidad).

Es un conjunto de técnicas
disefiadas para resolver
problemas, que se refieren,
en general, a la tentativa de
inferir propiedades de gran-
des numeros de datos a
partir del estudio de mues-
tras.

Observacion: Muchos autores dejan fuera la teoria de la probabilidad,
dado que la consideran dentro de la inferencia estadistica.

5 Elaborado con base en: J. Williams, Stevenson, Estadistica para administracion y eco-
nomia, Harfa, México, 1981, pp. 3-9 y Gene, Glass V., Métodos estadisticos aplicados
a las ciencias sociales, Prentice Hall, México, 1986, p. 3.
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1.4 LAESTADISTICA Y EL METODO CIENTIFICO

¢, Qué es el método cientifico?

"Es un proceder ordenado y sujeto a ciertos principios o normas para lle-
gar de una manera segura a un fin u objetivo que se ha determinado de
antemano. Procura establecer firmemente los procedimientos que
deben seguirse, el orden de las observaciones, experimentaciones,
experiencias y razonamientos de los objetos a los cuales se aplica".’

En términos generales podemos decir que el método cientifico es un
procedimiento que se aplica al ciclo completo de la investigacién en la
blusqueda de soluciones a cada problema del conocimiento; es un pro-
ceso que exige sistematizacion del pensamiento; es la manera ordenada
de desarrollar el pensamiento reflexivo y la investigacion.

Las tres ramas de la estadistica utilizan el método cientifico que,

adaptado a la estadistica, consiste en cinco pasos basicos:

a. Definir cuidadosamente el problema. Asegurarse que esté claro
el objeto de estudio.

Formular un plan para recopilar los datos necesarios.

Reunir los datos, recopilar la informacion.

Analizar e interpretar los mismos.

Anotar las conclusiones y otros descubrimientos de manera
que sean facilmente comprendidos por los que utilizan los
resultados al tomar decisiones.

® o0 o

Francisco H. de Canales, y otros, Metodologia de la investigacion, Limusa, México,
1986, p. 49.
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1.5 LA ESTADISTICA, LA ECONOMIA Y SU RELACION CON LAS DEMAS CIENCIAS

Cabe recordar que la estadistica es un conjunto de técnicas y métodos
empleados en la resoluciéon de problemas por personas que no pueden
considerarse Unicamente como estadisticos 0 matematicos.

En economia, por ejemplo, se utiliza la estadistica por completo,
como un valioso instrumento, ya que el sustento de todos los analisis
econdmicos recaen en la manipulacion y procesamiento de datos esta-
disticos. Las estadisticas se utilizan desde la etapa descriptiva hasta la de
inferencia. En la descriptiva se elaboran estadisticas de poblacion, nivel
de ingreso, edad, etc., y la estadistica inferencial se utiliza, por ejemplo,
en la prediccién del comportamiento de ciertas variables (probabilidad)
hasta la creacion de modelos econémicos que tratan de explicar y pre-
decir el comportamiento de toda la economia.

Respecto a otras ciencias, —si ya comprendimos que la estadistica
es una herramienta que nos permite cuantificar y manipular informacién
para tratar de resolver diversos problemas,— es claro que su relacién
con ellas es la de una herramienta que pueden utilizar para manipular e
interpretar los datos que son propios de sus areas especificas.

1.6 ALGUNOS CONCEPTOS BASICOS

Variable: Una variable puede ser cualquier cosa que se quiera estudiar
y representar por un simbolo, tal como X, Y, H, x, b, y puede tomar un
valor cualquiera de un conjunto determinado de ellos.?

Una variable es algo cuya magnitud puede cambiar, es decir, algo
gue puede tomar diferentes valores. Las variables que con frecuencia se

8 Murray y Spiegel, op. cit., p. 1.
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utilizan en economia representan precios, beneficios, ingreso, costos,
consumo, inversion, importaciones, exportaciones, etc. Puesto que cada
variable puede asumir distintos valores, debe estar representada por un
simbolo o una letra, por ejemplo Precio = P, Beneficio = Il, Ingreso =Y,
y asf sucesivamente.’

Variable aleatoria: Si los valores numéricos que toma una variable provie-
nen de factores fortuitos y si un determinado valor no se puede predecir
exactamente con anticipacion, esa variable se denomina aleatoria.*°

Variable aleatoria discreta: Cuando los valores que puede tomar una
variable estan separados entre si por una determinada cantidad, la varia-
ble se denomina discreta. Una caracteristica de las variables discretas es
la presencia de "vacios" o "interrupciones” entre los valores que puede
tomar. Por ejemplo, la cantidad de alumnos en un salén de clase™ (es
decir, no se puede tener 15.2, 17.4 o 25.3 alumnos, siempre tiene que
ser un numero entero). Esto quiere decir que las variables discretas casi
siempre se refieren a valores enteros.

Variable aleatoria continua: Una variable continua es aquella que teori-
camente puede tomar cualquier valor dentro de un intervalo de valores.
Otra forma de explicar seria decir que, sin importar qué tan cerca pueden
estar dos valores para tomar una variable, siempre es posible, tedrica-
mente, hallar otro valor de la variable que se pueda colocar entre ellos.
Un ejemplo seria las estaturas de dos personas, en este caso es posible,
tedricamente, encontrar a otra persona de la cual su estatura se encuentre
entre las dos anteriores.™

Alpha, Chiang, Métodos fundamentales de economia matematica, tercera edicion,
McGraw-Hill, México, 1987.

W. Daniel, Wayne, Estadistica con aplicaciones a las ciencias sociales y a la educa
cion, McGraw-Hill, México, 1988, pp. 4-6.

1 idem.

idem.

=
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Variable cuantitativa: Tanto los datos discretos como continuos se cono-
cen como cuantitativos, ya que son inherentemente numeéricos, es decir,
ciertos valores numéricos se relacionan, de manera natural, con las
variables que se miden.™

Se dice que una variable es cuantitativa siempre y cuando los valo-
res que puede asumir sean los resultados de medidas numéricas.
Ejemplos, la estatura, el peso, la temperatura, etcétera.™*

Variable cualitativa: Hay muchos casos en donde no es posible hacer
medidas numéricas. Muchas variables son susceptibles solamente de
clasificacion, por ejemplo, la variable "estado civil' puede recibir los
valores de soltero, casado, divorciado, viudo vy, tal vez, todos los demas.
También se pueden asumir valores de orden como primero, segundo,
tercero, etcétera.

Ejemplo global: La misma poblacion puede dar origen a diferentes tipos
de datos o clasificacion de variables.

Poblaciéon Continuos Discretos Cuantitativos Cualitativos
Clase de Edades, pesos NUm. en Nifos / nifias Género
tercer grado el grupo
Automoviles K(h), K() NUm. /defectos Colores Mas sucio
fauto
Venta de Valores en $ NUm. de Sobrevaluado Mas caro
bienes raices ofertas

B J. williams Stevenson, op. cit, p. 16.
¥ W. Daniel Wayne, op. cit., pp. 4-6.



32 ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Ejercicio (1.6.1): Identifique dentro de qué tipo de variable se pueden
clasificar los siguientes datos:

a) 17 gramos; b) 25 segundos; ¢) 3 canastas; d) tallas de camisa,; e) kil6-
metros por litro; f) méas lento; g) 2 helados de vainilla.

Poblacion: Es la totalidad de los elementos que conforman el universo
de estudio. Es el conjunto de valores de una variable por el cual existe
algun interés. Por ejemplo, si nos interesa la cantidad de alumnos que re-
prueban matematicas en la ESE, la poblacion son todos los alumnos de la
ESE. Si nos interesa estudiar todos los automaviles nuevos gque no tienen
verificacion, la poblacion son todos los automoviles nuevos.

Cabe agregar que las poblaciones pueden ser finitas o infinitas: por
ejemplo, la poblacién consistente en todos los carros producidos en una
fabrica en un dia es finita, mientras que la poblacién formada por todos
los posibles sucesos "cara o cruz" en tiradas sucesivas de una moneda
es infinita.

Muestra: Es una parte de una poblacién. El tamafio completo de una
poblacién aun siendo finita, puede ser demasiado grande o también a
veces no se puede estudiar toda, por cuestiones de costos y recursos. Por
€S0 es necesario 0 conveniente examinar solo una fraccion (muestra) de
la poblacién.

Una muestra nos permite obtener informacion de una poblacion a
partir de la informacion que se deduce de la misma.

Finalmente, es conveniente mencionar que, en estadistica, es muy
importante diferenciar entre indicadores estadisticos de una muestra y de
una poblacion. Los estadisticos emplean letras latinas mindsculas para
denotar estadisticas producto de una muestra; y letras griegas o latinas
mayusculas para representar parametros de poblacion. Ejemplo:
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Poblacién Muestra

Definicién Total de elementos considerados Parte o proporcién de la poblacidn
seleccionada para su estudio

Caracteristicas  “Parametros” “Estadisticos”

Letras Tamanio de la poblacion = N Tamafio de la muestra = n
Media de la poblacién = p Media de la muestra = x
Varianza = o? Varianza = &
Desviacion estandar = o Desviacion estandar = s

Por ejemplo: Supongamos que la estatura promedio, de todos los alum-
nos de 6° afio de la Republica Mexicana, es de 152 cm. En este caso,
152 cm es una caracteristica de la poblacién de "todos los alumnos de
sexto grado" y puede llamarse "parametro de la poblacion”. Por otra
parte, si decimos que la estatura promedio de la clase de sexto afio de
la maestra Cristina, en el D. R, es de 152 cm, estamos usando152 cm
para describir una caracteristica de la muestra "alumnos de sexto grado
de la maestra Cristina". En este caso, 152 cm seria una estadistica de
muesta.

Si estamos convencidos de que la estatura promedio de los alumnos
de sexto afio de la maestra Cristina es una estimacion exacta de la esta-
tura promedio de los alumnos de ese nivel en toda la Republica
Mexicana, podremos usar la estadistica de muestra para estimar o infe-
rir el parametro de poblacion "estatura media de los alumnos de sexto
grado de la Republica Mexicana", sin tener que medir a todos los millo-
nes de alumnos que cursan el sexto afio.

Es importante que el estudiante comprenda estas diferencias en
cuanto a notacion, ya que podra entender cuando en algln ejercicio nos
estemos refiriendo a datos de toda una poblacién o Unicamente de una
muestra.



2. DESCRIPCION Y MEDICIONES DE
SERIES DE DATOS

Cuando puedes medir aquello de lo que hablas, expresarlo con nimeros, sabes algo
acerca de ello; pero cuando no lo puedes medir, cuando no lo puedes expresar con
ndmeros, tu conocimiento es pobre e insatisfactorio: puede ser el principio

del conocimiento, pero apenas has avanzado en

tus pensamientos a la etapa de ciencia.

WILLIAM THOMSON KELVIN

Objetivos:
Al finalizar el capitulo el alumno sera capaz de:

« Senfalar las propiedades del operador sigma.

¢ Calcular e interpretar las medidas de tendencia central y de dis
persion para series simples y compuestas.

» Realizar representaciones graficas utilizando la computadora.

» Calcular los momentos respecto a la media asi como la asime
tria y la curtosis.

» Describir el Teorema de Tchebyshev y su interpretacion.

35
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2.1 SIMBOLOGIA: NOTACION Y USO DE LA SIGMA

En estadistica con frecuencia es necesario calcular la suma de algun
conjunto de numeros.

La letra griega sigma, representada por el simbolo Y, se utiliza en
estadistica para denotar un conjunto de elementos que
se desea sumar.

Para definir el conjunto de elementos que se quiere sumar con la
sigma, también se usan letras 0 nimeros que son colocados como
subindices o supraindices en el simbolo de la sigma y que nos indican
el primero y el Ultimo elemento que vamos a considerar en la suma.

Veamos algunas aplicaciones que tiene la sigma en estadistica:

a. Si notamos que alguna variable estudiada puede tomar distintos valo-
res, la podemos representar como xj y a cada uno de sus valores
como Xy Xp, X3 Y X4, Si @ estas letras les asigndramos numeros, por
ejemplo: 1, 5, 6 y 9, puede ser una cantidad muy grande, pero toma-
mos estos cuatro. Si queremos sumar los valores que toma la variable:

XT+Xo+Xzg+Xg =>1+5+6+9

Si utilizamos la sigma:

K

W
LN

X1+ X2 + X3 + X4=1+5+6+9=21

21

N7
=
I

El simbolo se lee: La suma de los valores de x cuando / va desde 1
hasta 4.

b. Otro ejemplo seria el de suponer que n numeros, multiplicados cada
uno por 2, se desean sumar para obtener el resultado de los n pro-
ductos, tendriamos que expresarlo de la siguiente forma:
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2x) + 2x; + 2x3 +... + 2X,,

Aplicando algunas reglas de factorizacion podemos reducir la expre-
sion:
2 (X + X + X3 4.+ X))

y esta expresion, utilizando la sigma quedaria reducida a:

f=1

la constante puede quedar fuera de la sigma y no altera el producto,
la expresion final seria:

25:)4,
i=1

c. Tenemos otro caso cuando, por ejemplo, a cada uno de los valores

gue toma la variable hay que sumarle un nimero constante ¢, enton-
ces, queda:
Xx1+c, xo+cC,x3+C,..., xp+C
Para sumar estos elementos tendriamos que realizar:
X1+ D+ X+ +3+0)+ ...+ (x,+C)
reordenando la expresion:

(X +X +x3+..+Xx)+(c+c+c+..+0

En este caso el conjunto de xi se puede abreviar y ¢ la podemos
expresar como el producto de n:

n n n n
E(x,— +c)=2x‘; + Ec =2x,- +nc
i=1 i=1 i=1 i=1
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Observacion: Rara quienes no visualicen que la sumatoria de una cons-
tante c, es igual a nc: La operacion de suma o sumatoria de una
constante es igual al producto de la constante y el nUmero de veces
que se presenta. Ejemplo:

Sea la constante ¢ - 5, y digamos que se repite seis veces, entonces:

n )
5+5+5+5+5+45=(6)5=300bien ¥ ;= nc ; »5=(6)5=30

i=1 i=1

d. Ofra expresion de gran importancia es la suma de n niUmeros eleva-
dos al cuadrado separadamente, es decir, uno por uno, por ejemplo:

(x1) (x1), (2) (x2) , (x3) (x3), o, () ()

La suma quedaria expresada de la siguiente forma:
(xa)0a) + (x)06) + ()(x3) + ... + (X)X = ()2 + (X)? + ... + (xp)°
Utilizando la sigma se expresaria de la siguiente forma:
>
i=1

Y de modo semejante se puede realizar el caso de n nimeros eleva-
dos al cubo cada uno y que también se requiera sumatr:

P+ (0P + .. +(x,)P = 2"3

e. Existe también la posibilidad donde se tiene que multiplicar el resul-
tado de dos sumas, por ejemplo:

(X7 +Xx0+x3+...+X) (X3+X%+X3+...+X,)

En estos casos el empleo de la sigma queda de la siguiente forma:
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f. Finalmente, existen varios ejemplos en que los datos se presentan en
una tabla formada por renglones y columnas. En estos casos se utili-
zan los subindices / y j, para identificar a cada uno de los elementos
de la tabla donde / designa la fila y j la columna en donde se encuen-
tra el elemento. Rara definir el tamafio de la tabla se utiliza r, que sim-
boliza el nimero de filas y /cel nimero de columnas. Por ejemplo:

X1 X2 X1j
X21 X2z Xaj
Xi1 Xi2 Xij

Donde: i=1,2,3,...n y j=1,2,3,..,n. Esta es una tabla de r, filas
por k; columnas.

Si queremos localizar el elemento X,3, se lee: elemento x que se
encuentra en la fila 2 columna 3.

En estos casos también se aplica la sigma o sumatoria, tanto en
renglones como en columnas. Veamos un ejemplo:

! | 3
X1t X2 f X3 zxu
i k ;
1 E j=1
s i s s
; :
X2 X22 + Xa3 2"2;‘
]
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Ejemplos numéricos de todos los casos:*™

a. Silos valores de xj son: 2,4, 5y 9, encuentre:

4
2%

i=1

Respuesta:

Exf =2+4+5+9 =
4
Exf = 22 +42 +52 +92

4
Sx | = (2+4+5+97

b. Utilizando lo datos que se indican: 8, 2,3,6,7,8,9,4,5,4,1

calcule:

Respuestas:

Es muy importante entender que antes de hacer cualquier operacién con los datos se

20

4+16+25+81 =126

(20) = 400

11

—_
-

X; X;
=7 j

I
—_

deben ordenar los valores de la serie de menor a mayor.

41
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X =2+3+6=11

T ige

=1
i

9+44+5+4+1=23

.
I

[ =0
- ~
2
I
w
~

c. Utilizando los siguientes datos: f, -(1,5, 7, 3,3) y X,- = (2, 3, 2, 4,
3). Calcule las siguientes sumas:

5 5 5 5 2
i Bn s B Sor o (3]

1 i=1 i=1 i=1

I

Respuesta:

fi Xi (x;? fiXj (f)(x)?
1 2 4 2 4
5 3 9 15 45
7 2 4 14 28
3 4 16 12 48

3 3 9 9 27
19 14 42 52 152
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d. Ejercicios (2.1.1):

Escriba las siguientes sumas utilizando la sigma:

i X +Xp+...+X,

. (X +Xp+...+X, )

[, Xp+Xy +X3+X3 4+ X5+ X + X7

iv. [(01—6-;)2/91]+ [(Oz—ez)z/fez]Jr

(03 -ey )2 /93 ] + [(04 —-ey )2 r,f{e-4

Con los siguientes datos: 15, 10, 5, 9, 14, 20, 6, 17, calcule:
Nota: recuerde que hay que ordenar los datos antes de hacer algun célculo.

Calcule las siguientes cantidades utilizando la informacién de la
tabla que se presenta:

2
a) Yy ;b
i=1 i

4 2 4 3
Xy 5 C) Xij ;d)th.
1 = = i

1 j=2

T

1
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2.2 SERIES SIMPLES Y COMPUESTAS: SERIES SIMPLES, SERIES

DE FRECUENCIA Y SERIES DE CLASES Y FRECUENCIA

Serie estadistica: Es un conjunto de numeros o términos que miden las
variaciones de un fenémeno.* Ejemplo: asistencia de alumnos a clases
durante cinco dias. El nimero de viviendas del D.F., en los ultimos cinco
anos, etcétera.

2.2.1 Serie simple

Es el conjunto de nUmeros que miden las variaciones (de una caracteris-
tica) de los fendmenos particulares que forman un grupo.

Ejemplo: suponga que se midieron las estaturas de 20 personas y se
obtuvieron los siguientes resultados:

154 161 1.67 1.72
154 161 1.67 181
154 161 1.67 181
157 161 1.67 181
157 1.67 172 1.85

El conjunto de estos nimeros que resulta de la medida de las estaturas
de las 20 personas reciben el nombre de serie simple.

En este ejemplo la cantidad de datos es pequefa, pero cuando el
numero de datos es muy grande poco podemos deducir con la serie sim-
ple de las caracteristicas del fenémeno.

Si observamos en este caso, podemos llegar a la conclusion de que
tres personas miden 1.54 m, dos 1.57 m, cuatro 1.61 m, cinco 1.67 m,
dos 1.72 m, tres 1.81 m y s6lo una mide 1.85 metros.

16 Andrés Garcia Pérez, Elementos de método estadistico, unam, México, 1978, pp. 21.



DESCRIPCION Y MEDICIONES DE SERIES DE DATOS 45

2.2.2 Serie de frecuencias

Se refiere al nimero de veces que un valor o término se repite en una
serie simple, es decir, qué tan frecuente es ese dato en la serie.

Ejemplo: (tomemos los datos y las conclusiones del ejercicio anterior).
En este caso existen tres en la frecuencia del término 1.54 m, dos perso-
nas con una altura de 1.57 m, es decir, dos es la frecuencia con que se
presenta el término 1.57 m, cuatro la de 1.61 m, cinco la de 1.67 m, dos
lade 1.72 m, tres la de 1.81 m y sélo una la dé 1.85 metros.

Asi como la serie simple, las frecuencias acumuladas de esa serie se
pueden presentar mediante una tabla que permite la observacion del
fendmeno con claridad y se representa de la siguiente forma: se utiliza

también una columna auxiliar llamada "conteo por marcas":*’

Estaturas Conteo por marcas Num. de personas
(metros) tarjado (frecuencias)

1.54 1l
1.57 Il
1.61 1
1.67 Hl
1.72 I
1.81 I
1.85 I

— e P W s B e

)
=]

El conjunto de nimeros de este cuadro recibe el nombre de serie de fre-
cuencias, (frecuencias de la serie).

" El "conteo por marcas" no es otra cosa mas que la de agregar una columna donde se
realice el tarjado o anotacién de las marcas correspondientes que permita anotar un
palito por cada dato que se encuentre dentro del rango o la clase para después en otra
columna anotar el conteo con nimero de las frecuencias que se encuentran en la clase.
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Por ultimo, cabe mencionar que la suma de las frecuencias es igual
al numero de los términos de la serie simple. Esto resulta facil de enten-
der si se comprende que las frecuencias son Unicamente la agrupacion
de los términos iguales de la serie, lo cual no modifica en nada la can-
tidad original o total.

2.2.3 Serie de clases y frecuencias

Si tuviéramos un ndmero muy grande de observaciones de un hecho
cualquiera, por ejemplo, las alturas de 500 estudiantes de la ESE del IPN,
en este caso primero tendriamos la serie simple (los 500 datos), pero
para trabajar la informacion con mayor facilidad formariamos una tabla
de frecuencias, pero si aun asi los datos fueran muchos, procederiamos
a tratar de compactar mas la informacioén y esto lo hariamos formando
grupos o intervalos de clase como se conocen en estadistica. Por lo
tanto, sélo nos resta definir lo que se entiende por clase en estadistica.

Clase: Se define como ciertos grupos o intervalos en los que se reinen
0 concentran las frecuencias observadas de la serie.

Retomando el ejercicio anterior tenemos la tabla de frecuencias:

Estaturas Conteo por marcas Ndm. de personas
(metros) tarjado (frecuencias)

.54 [
.57 Il
.61 i
.67 H
.72 I
.81 11l
.85 |

[ R i R gy
- b T s b

o
o
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Arbitrariamente o por alguna razén, podemos decidir formar grupos o
clases, cuyos intervalos sean cada 10 cm, la amplitud y el numero de
intervalos se calculan aplicando algunos criterios que veremos mas ade-
lante.

Procedemos a formar nuestra tabla de clases y frecuencias con base
en los datos del ejercicio que hemos venido trabajando:

Tabla de clases y frecuencias

Estaturas Conteo por marcas Num. de personas
(clases) tarjado (frecuencias)
1.50-1.59 T 5
1.60-1.69 HITHE 9
1.70-1.79 Il 2
1.80-1.89 i <
20

El conjunto de los nimeros del cuadro anterior recibe el nombre de
TABLA DE CLASES Y FRECUENCIAS. Esta forma de presentacion de los
datos nos proporciona informacién importante del fenémeno.

Partiendo de esta primera explicacion de las series de clases y fre-
cuencias, profundizaremos un poco mas debido a la importancia que
tienen en estadistica.

Formalizando: Los pasos principales en la elaboracién de una distri-
bucion de clases y frecuencias para datos de una muestra, son los
siguientes:

a. Establecer los intervalos de clase en los que se agruparan los datos.
b. Ordenarlos en clases mediante "conteo por marcas".

c. Contar el nimero de frecuencias de cada clase y anotarlo.

d. Presentar los resultados en una tabla.
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Para establecer los intervalos de clase de la serie son necesarios los
siguientes pasos:

i. Determinar la amplitud de variaciéon de los datos (también lla-
mada recorrido de la variable): que es uno, mas la diferencia
entre la mayor y menor de las puntuaciones, algunos autores
no suman el uno a la diferencia.

Av =1 + (puntuacién mayor - puntuacién menor)

ii. Decidir el nUmero de clases o intervalos: algunos autores dicen
gue el criterio es utilizar entre 5 y 20, otros que entre 12 y 15
y algunos mas que entre 5 y 15, los argumentos son diversos
pero aun no se ponen de acuerdo.

Una aproximacion empirica la podemos obtener de Jn,
en donde n = ndmero de datos, por ejemplo: Jn=v400=20,
intervalos, v/40=6232=6, siempre se debe redondear el resul-

tado en un niimero entero.

Nc:\/ﬁ

Otro criterio seria la decision individual de cada investigador
con base en su experiencia o su criterio.

iii. Calcular la amplitud o tamafio de cada clase: dividir la ampli-
tud de variacion de los datos entre el nimero de clases; se tiene
gue dividir entre el nimero de clases ya redondeado.

Tc=Av/ Nc

iv. Efectuar la tabulacién o determinacién de los limites (fronteras)
de clases. Se debe comenzar por el primer intervalo estando
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seguros que incluye a la minima de las observaciones y des-
pués se agregaran los demas intervalos. Es importante que las
clases se encuentren cercanas entre si, de manera que no haya
vacios considerables, es decir, que entre cada una de las clases
no se encuentre ningun valor, de lo contrario seria dificil deci-
dir a cudl pertenece.

Los ndimeros que limitan una clase se denominan fronteras o limites de
clase; siendo el numero menor la frontera inferior de la clase y el nUme-
ro mayor, la frontera superior. Por ejemplo, la frontera inferior de la ter-
cera clase de nuestra observacion anterior, la que hemos trabajado es de
1.70 m, y la frontera superior es de 1.79 metros.

La diferencia que existe entre la frontera superior y la inferior (mas
uno), de una clase recibe el nombre de amplitud de intervalo de clase o
tamafio de clase. En nuestro problema la amplitud de cada una de las
clases es de 10 cm, por ejemplo, tomando la tercera clase: (1.79-
1.70)+1 = 10 centimetros.

Por dltimo, también a la frontera inferior de la primera clase se le
denomina frontera inferior de la serie, en el ejemplo seria 1.50 my la
frontera superior de la Gltima clase recibe el nombre de frontera supe-
rior de la serie, en el ejemplo seria 1.89.

Veamos un ejemplo siguiendo todos los pasos mencionados: Utili-
zando la siguiente serie simple de datos referentes a las edades de 32
personas, construya una serie de clases y frecuencias aplicando los cua-
tro pasos:

57 54 49 6
65 57 62 5
55 46 61 5
61 51 51 5
52 58 43 5
51 54 54 6
57 60 47 4
56 57 55 5



50 ESTADISTICA DESCRIPTIVA

a. Establecer los intervalos de clase en los que se agruparan los datos
con los cuatro pasos:

Lo primero que tenemos que hacer es ordenar los valores de menor a
mayor y construir una serie de frecuencias que servira para elaborar la
serie de clases y frecuencias, utilizaremos también la marca de clase
para recalcar que es Util, aunque sean pocos datos, realmente es muy
util cuando se trata de muchos valores:

Conteo por marcas
Xi tarjado

o

43 I
46 I
47 I
49 1]
51 i1
52 I
54 il
55 i

S L S

continda...

Conteo por marcas
Xi tarjado

I

56 I
57 i
58 |
60 |
61 i
62 |
65 |
68 |

—_— el e ) e e P RO

o5}
[aS}
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Ahora si podemos aplicar los cuatro pasos:
i. Determinar la amplitud de variacion de los datos:
Av =1+ (68 - 43) = 26
ii. Decidir el nimero de clases o intervalos:
Nc = /32=57%6

Es importante mencionar que cuando tenemos un resultado no
entero debemos redondear al entero inmediato superior nunca
al inferior; en este caso el 5.7 lo redondeamos a 6 y ese sera el
ndmero aproximado de clases a formar.

iii. Calcular la amplitud o tamafio de cada clase:
Tc=26/6= 4333=5

El tamafio de cada clase sera de cinco elementos.'® Recorde-
mos gue el valor inicial se considera como el primer dato, por
ejemplo, el primer intervalo va de 43 a 47, ya que el 43 es el
primer valor, el 44 el segundo, el 45 el tercero, el 46 el cuarto
y el 47 el quinto, asi entonces, pasaremos al ultimo paso.

'8 podemos ver que si consideramos las reglas de redondeo, en realidad el valor correcto
seria de 4, pero como en estos casos nos estamos refiriendo al tamafio de cada clase,
si los dejamos en 4 podemos correr el riesgo que al final tengamos que formar una
clase mas por los 0.333 que dejamos fuera en cada clase, claro eso no seria malo,
pero para mayor exactitud lo dejaremos en 5, si tiene tiempo y deseos, el lector podria
hacer la prueba con intervalos de 4 y vera que el total de clases es de 7 y no de 6
como se planted.
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iv. Efectuar la tabulacién o determinacién de los limites o fronte-

ras de clases:
Clases Fi
43-47 3
48-52 7
53-57 14
58-62 6
63-67 1
68-72 1
32

Es importante mencionar la existencia de tablas de clases y frecuencias
abiertas en su extremo inferior, superior 0 ambos.

Se dice que una serie de clases y frecuencias es abierta en su extre-
mo inferior cuando se desconoce la frontera inferior de su primera clase,
por ejemplo:

Edades Num. de alumnos
anos {(frecuencias)
Menores de 10 2
de10a12 4
del12 a4 3
de 14a 16 9
18

Observacion: en este caso los intervalos se tienen que entender: el pri-
mero como valores menores de 10 afios, el segundo de 10 afios a me-
nores de 12, el tercero de 12 a menores de 14 y el Ultimo de 14 a
menores de 16.

Una serie de clases y frecuencias es abierta en su extremo superior
cuando se ignora la frontera superior de la Ultima clase, por ejemplo:
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Edades Niam. de alumnos
anos (frecuencias)
de 8 a <10 2
de 10a <12 4
de 12 a<14 3
mayores de 14 9
Suma =18

53

El caso en donde se encuentre abierta por los dos extremos ya se puede

deducir facilmente.

Finalmente, mencionaremos el concepto de marca de clase que se
refiere a la suma de los limites inferior y superior de la clase y el resul-
tado se divide entre dos. Asi la marca de clase del intervalo 1.50 m a
1.59 m es (1.50+1.59)/2 = 1.545. La marca de clase se llama también
punto medio de la clase.

Ejercicio (2.2.1):*°

Las puntuaciones finales obtenidas en matematicas por 80 estudiantes
de economia se registran en la siguiente tabla:

68 73
84 79
75 88
82 73
68 60
90 93
62 71
88 59
76 85
93 75

61
65

75
87
74
62
95
78
63
72

19 Tomado de Spiegel Murray R., op. cit, p. 32.

66
78

82
75
94
77
69
74
68
60

96
78

89
61
75
95
60
79
83
71

79
62

67
97
78
85
76
65
71
75

65
80

73
57
88
78
62
76
53
74

NNONNONONO®
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A partir de la serie simple, construir la serie o tabla de frecuencias
aplicando el método de conteo por marcas.

Construir la serie o tabla de clases y frecuencias siguiendo los cua
tro pasos basicos:

i. Determinar la amplitud de variacién de los datos.

ii. Decidir el nimero de clases o intervalos que se van a formar
utilizando el método de raiz cuadrada y redondear a un nime-
ro entero.

iii. Calcular la amplitud o tamafio de cada clase.

iv. Efectuar la tabulacion.

Mencionar cuales son las fronteras de la segunda clase.

Mencionar cual es la amplitud de la primera clase; la amplitud de
clase se calcula igual que la amplitud de variacion, sélo que se apli
ca a un solo intervalo y no a toda la serie.

Mencionar cuéles son las fronteras de la serie.

Calcular la marca de clase o punto medio de la segunda clase.

Ejercicio (2.2.2):

En la siguiente tabla encontramos las estaturas de 40 estudiantes, expre-
sadas en centimetros:

138 164 150 132 144 125 149 157
146 158 140 147 136 148 152 144
168 126 138 176 163 119 154 165
146 173 142 147 135 153 140 135
161 145 135 142 150 156 145 128

Para este ejercicio se piden los mismos puntos que el ejercicio anterior.
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2.3 MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL: MEDIA, MODA, MEDIANA Y
OTRAS MEDIDAS (MEDIA GEOMETRICA, DECILES, CUARTILES Y PERCENTILESZO)

Una medida de tendencia central es un anico valor que indica el centro
de una serie de nimeros a partir de los cuales se calcula. Implica entender
el concepto de promedio: es un valor tipico o representativo de un con-
junto de datos; como tales valores tienden a situarse en el centro del
conjunto de datos ordenados segun su magnitud, los promedios se co-
nocen también como medidas de centralizacion, las mas comunes son
la media aritmética o media, la mediana, la moda, la media geométrica
y la media armonica.

Ahora estudiaremos cada una de ellas recordando que existe un
procedimiento que se aplica a cada una dependiendo del tipo de serie
que nos refiramos, es decir, simple, de frecuencias o de clases y frecuen-
cias.

Media o media aritmética: Se refiere a la medida de tendencia central
gue tiene en mente una persona comun y corriente cuando se habla de
"promedio" y se representa por x (Iéase, x barra).

2.3.1 Media o0 media aritmética para una serie simple

La media se calcula sumando los valores de la serie, de los cuales se
desea obtener el promedio, y dividiendo el resultado entre el nimero de
datos que se consideran en la suma. Por ejemplo si consideramos una
variable aleatoria X, de la cual se han tomado n medidas x1, x2, ..., Xq.
La media de las n medidas se encuentra de la siguiente manera:

=) algunos libros se menciona que el nombre correcto no es percentiles sino centiles, ya
que el concepto de percentiles tiene implicito el aspecto de porcentaje y la medida de
centiles no se refiere a un porcentaje, es Unicamente un lugar dentro de 100 pero no un
porcentaje. En este caso considero que es mas correcto también el concepto de centil.
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Xp + Xg + -+ X,

|

Si aplicamos la sumatoria, la expresion queda de la siguiente forma:

n
2%
i=1

n

X =

Ejemplo: Calcule la media aritmética de los nimeros 8, 3,5 12y 10.

2%
=\ _8+3+5+12+410_38 _ 5 ¢
n 5

X =

X=7.6

2.3.2 Media 0 media aritmética para una serie de frecuencias

Para una serie de datos organizados por frecuencias la media se tiene
que calcular de la siguiente manera:

Si nos encontramos con un conjunto de valores representados por
X1. X2, ..., Xn, l0S cuales tienen las frecuencias \, f;, ... , fy respectiva-
mente, la media aritmética se calcularia de la siguiente forma:

hxy +6x + -+ fx

“x-: = =

hi+6 +- 4,

n= 2:‘,— = a la suma de las frecuencias, es decir, el nimero total

Donde:
de datos.
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Ejemplo: Si los valores 2, 5, 6 y 8, se presentan con frecuencias 4, 1, 3
y 4 respectivamente, calcule la media aritmética:

izt _(2)(4)+(5)()+(6)(3)+(8)(4) _8+5+18+32_63 _5 55
n 4+1+3+4 12 12

2.3.3 Media aritmética para datos agrupados
(series de clases y frecuencias)

Cuando los datos se presentan mediante una distribucion de clases y fre-
cuencias todos los valores caen dentro de unos intervalos de clase
dados, en estos casos hay que considerar el promedio de cada uno y por
lo tanto se utiliza la "marca de clase" o punto medio de cada intervalo
gue podemos representar con la letra y (gamma).

Por ejemplo, si nos encontramos con las frecuencias fy f, ... , f,, y
las marcas de clase y, y», **-, In previamente calculadas, respectivamente,
la media aritmética se calcularia de la siguiente forma:

Donde: i £y, if’ i

- hn+hy++fy, 5 =1
n
3

X = — —
i=1

n

h+h +-+f,

n= Y f =a lasuma de las frecuencias, es decir, el nimero total
de datos.

Ejemplo: Encontrar la altura media de los estudiantes que se presentan
en la siguiente tabla:
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Altura Frecuencia  Marca de
(pulgadas) (f) clase(y)) () (y))
60-62 5 61 305
63-65 18 64 1152
66-68 42 67 2814
69-71 27 70 1890
72-74 8 73 584
100 6 745

20 s
x==1 = =67.45pulgadas
n 100

Existe otro camino para llegar al mismo resultado a través de las diferen-
cias o desviaciones (este método se puede aplicar a cualquiera de los
tipos de series que hemos visto). Es conocido como el método largo para
calcular la media, y se aplica de la siguiente forma: se toma una marca
de clase cualquiera, denotada por la letra mayuscula Ay dj =yj - A, que
se refieren a las desviaciones de los valores de yj con respecto de A. La
férmula que se aplica es la siguiente:

n
Sid
+ i=1

n

X=A

Utilizando este método calculamos la media del problema anterior:

Marca de Desviaciones Frecuencia
clase (B di=y~A () (f) (dy)
61 -6 5 -30
64 -3 16 -54
A= 67 0 42 0
70 3 27 81
73 6 8 48

100 45
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n

Sid

X=A+=l  —67+-33 _67.45
n 100

Nota: La suma algebraica de las desviaciones de un conjunto de valores con respecto a
su media es siempre cero.

Ejercicio (2.3.1): Calcular la media aritmética del ejercicio de las estatu-
ras de los 40 estudiantes (2.2.2).

2.3.4 Mediana

La segunda medida de tendencia central de un conjunto de nimeros es
la mediana. Su caracteristica principal es que divide un conjunto de
valores ordenados en dos grupos iguales; la mitad de los nimeros ten-
dra valores que son menores que la mediana y la otra mitad alcanzara
valores mayores y se representa por las letras Md.

2.3.5 La mediana para una serie simple y de frecuencias

Para encontrar la mediana primero es necesario ordenar los valores
(generalmente), de menor a mayor. Posteriormente se debera separar la
mitad de los valores para obtener la mediana.

En resumen podemos decir que el procedimiento para obtener la
mediana es el siguiente:

a. Ordenar o clasificar los valores de mayor a menor o de menor a
mayor.

b. Contar para saber si existe un nimero de valores par o impar.

c. Encaso de que se tenga un numero impar de valores, la mediana es
el valor central. En cambio para un nimero par de valores, la media
na es el promedio de los valores centrales.
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d. La posicion de la mediana se determina con la férmula (n + 1)/2.
(esta férmula determina la posicion de la mediana pero no su valor;
ése se obtiene al encontrar la posicién de la mediana).

Ejemplo 1: Encontrar la mediana del grupo 5, 6 y 8. Primero definimos
la posicién de la mediana con la formula (n + 1)/2, por tanto, para tres
valores, el lugar donde se encuentra la mediana es: (3 + 1)/2 =2, 0 sea
en la segunda posicion de la serie que corresponde al valor de 6.

Ejemplo 2: Obtener la mediana de los siguientes valores 7, 8, 9 y 10.
Siguiendo la formula la mediana ocupa el lugar (4+1 )/2 = 2.5, que se en-
cuentra entre los dos valores intermedios, o sea entre 8 y 9y, en este
caso, la mediana es igual al valor intermedio de los dos valores, es decir,
(8+9)/2 = 8.5. Este resultado deja dos valores menores y dos mayores o
dicho de otra forma, divide a la serie en dos partes jguales.

Ejercicios (2.3.2): Encontrar el lugar y el valor de la mediana de las
siguientes series:

Series simples: g) de frecuencias:

a. 2,3,3, 4 . .
b. 1,18, 19, 20 Xi Fi
c. 5.1,6.5,8.1, 9.1, 10.1, 15.5 5 3
d. 1,2,3,3,3,4,7 3 2
e. 9,40, 80, 81, 100 6 4
f. 3.7,9.2,10.1,11.8,12.8 2 1

Respuestas; solo se refieren al valor de la mediana, no a su lugar: a) 3, b) 18.5, c) 8.6,
d) 3, e) 80, f) 10.1, g) 6. (ojo: en g, el orden).

2.3.6 La mediana para una serie de clases y frecuencias

Para datos agrupados en clases y frecuencias, la mediana se obtiene
aplicando la siguiente formula:
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mediana

Donde: L - Limite real inferior de la clase mediana, es decir, la clase
que contiene la mediana. n - NUmero total de datos, es decir,
la frecuencia total.

(Ef) = Suma de las frecuencias de todas las clases menores a
!

la clase que contiene la mediana.

imediana = frecuencias de la clase que contienen la mediana, ¢
= tamafio del intervalo de la clase mediana, es decir, la
amplitud del intervalo.

Observacion: en este tipo de series también se aplica la férmula de
(n + 1)/2, para saber el lugar donde se encuentra la mediana y después
se aplica la férmula para saber exactamente el valor de la mediana.

Ejemplo: hallar la mediana de las estaturas de los 40 estudiantes a partir
de la siguiente distribucion de clases y frecuencias:

Estaturas Frecuencias
cm (f;)
118-126 3
127-135 5
136-144 9
145-153 12
154-162 5
163-171 4
172-180 2
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El problema se puede resolver por dos métodos:*

Método 1: mediante interpolacién: Los pesos que se muestran en la
tabla de frecuencias se supone que se distribuyen en forma continua. En
este caso, la mediana es aquel peso que corresponde a la mitad de la
frecuencia total (40/2 = 20),% es decir, que deja a la mitad de las fre-
cuencias por arriba y la mitad por abajo.

La suma de las frecuencias de las tres primeras clases es 3+5+9 =
17. Para llegar al valor deseado de 20 necesitamos tres elementos mas
gue tomaremos de los 12 casos que se encuentran en la cuarta clase.
Puesto que el intervalo de la cuarta clase es 145-153, realmente corres-
ponde a los pesos 144.5 a 153.5;%° la mediana estara a 3/12 del camino
entre 144.5-153.5; la mediana es entonces:

't44.5+i[153.5_144,5):144.5+i(9):146.8 cm
12 12

Método 2: mediante formula: Si nosotros aplicamos la formula para
saber el lugar® en donde se encuentra la mediana, tenemos que
(40+1)2 = 20.5, es decir, el valor de la mediana se encuentra entre el
lugar 20 y 21 de la serie. Puesto que la suma de las frecuencias de las

2 Ppara los fines de clase se puede exponer sélo el segundo para no saturar al alumno.
Notese que en el calculo del lugar donde se encuentra la mediana no se aplicé la for
mula tradicional de (n+1)/2, pero bajo este método se calculaba ese valor.

Existen muchos autores que mencionan el manejo de intervalos reales, y dicen que para
considerar el intervalo real se tiene que descontar medio punto al limite superiory
medio punto al limite inferior de la clase, esto para garantizar que ningin posible valor
muy cercano al limite quede fuera de la muestra. Es por esta razén que los limites de
esta clase se definen con medio punto menos y medio punto mas en su limite inferior
y superior.

Es muy importante remarcar que el primer paso es aplicar la férmula (r?+1 )/2, para saber
el lugar de la mediana y después aplicamos la formula para calcular el valor de la Md.

2%



DESCRIPCION Y MEDICIONES DE SERIES DE DATOS 63

tres y cuatro primeras clases son respectivamente 3+5+9 = 17 y
3+5+9+12 = 29, esta claro que la mediana se encuentra en la cuarta
clase (que es donde se encuentran los lugares 20 y 21), y que sera, por
tanto, la clase donde se encuentra la mediana. Con esta informacién
podemos encontrar los valores que requerimos para aplicar la férmula:

L; = Limite real inferior de la clase mediana = 144.5
n = Namero total de datos = 40
(Ef); = Suma de las frecuencias de todas las clases por debajo de la
clase mediana = 3+5+9 = 17
fmediana = Frecuencia de la clase que contiene la mediana = 12
¢ = Tamano del intervalo de la clase mediana (es decir, la amplitud
del intervalo) = (mayor - menor)+1 = (153-145)+1=9

Entonces: (sustituimos los valores en la férmula)

L+ m c = 144.5+(4—0/ﬂ] (9) =146.8 cm
f 12

1ediana

Interpretacion: Podemos decir que el valor que divide a la serie en dos
parte iguales es 146.8 cm, la mitad de los nimeros tendra valores que
son menores que la mediana y la otra mitad alcanzara valores mayores
gue la mediana.

La moda: La tercera medida de tendencia central, facilmente obtenible,
es la moda, ya que es el valor que se repite con mayor frecuencia en un
conjunto de puntuaciones y se representa por Mo.

2.3.7 La moda para series simples y de frecuencias

En este caso, encontrar la moda en series de simples y de frecuencia,
resulta muy sencillo, ya que, como ya se menciond, Unicamente basta
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con encontrar el valor que mayor nimero de veces se repite en la serie,
ya sea simple o de frecuencias (no se tiene que hacer ningun calculo ni
se aplica ninguna férmula). Es importante mencionar que no todos los
conjuntos de puntuaciones tienen una moda, a veces no existe la moda
y en otras pueden existir mas de una.

Veamos algunos ejemplos de casos posibles de la moda:

Si tenemos las siguientes puntuaciones: 2, 6, 6, 8,9, 9, 9, 10, la
moda en este caso es 9, ya que es la puntuacion que mas se repite
en la serie.
Cuando todas las puntuaciones de un grupo tienen la misma fre
cuencia, (es decir, se repiten igual nUmero de veces), se acostumbra
decir que el grupo de puntuaciones no tiene moda; por ejemplo, en
el grupo 0.5, 0.5, 1.6, 1.6, 3.9, 3.9, no hay moda.
Cuando dos puntuaciones consecutivas tienen la misma frecuencia
y esta frecuencia comun es mayor que cualquier otra puntuacion, la
moda puede considerarse como el promedio de las dos puntuacio
nes, por ejemplo:

La moda del siguiente grupo de puntuaciones: 0, 1,1, 2, 2, 2, 3,
3,3,4,es 2+3 =5, entonces 5/12=2.5
Si en un grupo de puntuaciones hay dos que no son consecutivas y
tienen la misma frecuencia, y esta frecuencia comun es mayor que
la de cualquier otra puntuacion, se dice que existen dos modas, por
ejemplo:

En el siguiente grupo de puntuaciones: 10, 11, 11, 11, 12, 13,
14, 14, 14, 17, tanto 11 como 14 se pueden considerar como modas
y en estos casos el grupo se llama bimodal.

Una distincion conveniente puede hacerse entre la moda mayor y la

menor. En un grupo de puntuaciones la moda mayores Unicamente aque-
lla que satisface la definicion de moda. Sin embargo, varias modas meno-
res podrian existir en puntos a lo largo de un grupo de puntuaciones.

Este tipo de eventos le interesarian, por ejemplo, a un productor de

camisas, ya que sabria cual es el modelo que mas se prefiere, pero tam-
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bien sabria cuél es el otro modelo que también se prefiere, asi podria
prever como distribuye la produccion de los distintos modelos de cami-
sas que produce.

2.3.8 La moda para una serie de clases y frecuencias

En este tipo de series se aplica el mismo criterio que en las anteriores,
es decir, se busca el valor que se repita el mayor nimero de veces, sélo
gue, como en estos casos los valores se encuentran agrupados en clases,
para expresar la clase que contiene la moda es suficiente con utilizar el
promedio de la clase que contiene la moda, por ejemplo:

Si en una distribucion de clases y frecuencias vemos que la mayor
frecuencia se encuentra en un intervalo de clase de 60-69, en algunos
casos es suficiente decir que la moda estd comprendida entre los valo-
res 60-69. Pero en otras ocasiones hay que fijar un valor, asi que basta
con tomar el punto medio de la clase, es decir, en este caso la moda
seria 64.5.

Ejercicios (2.3.3):

1. Hallar la media, mediana y la moda de los siguientes valores: 1.2,
15,16,2.1,24,2.4,2.7,2.8, 3.0, 3.0, 3.0, 3.1, 3.1, 3.1, 3.4.

Solucién: en este caso, como son dos los valores que mas se repiten
en la serie, y ademas son consecutivos, la moda es (3.0+3.1)/2 =
3.05; la media y la mediana se pueden calcular facilmente.

2. Hallar la media, mediana y la moda de los siguientes datos:

a3,526,595,2,8,6
b. 51.6,48.7, 50.3, 49.5, 48.9

Solucion:
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a. Puestos en orden de magnitud, los nimeros son:
2,2,3,5,5,5,6,6, 8,9, entonces:

;=(2+2+3+5+5+5+6+6+8+9 _51_¢ 4
10

—

Md = (n+1)/2 = (10+1)/2 = 5.5, la mediana se encuentra entre
el lugar 5 y 6 de la serie, es decir, (5+5)/2 = 5.

Mo - NUmero que se presenta con mayor frecuencia: 5

Gréfica de frecuencias

Frecuencias

sssmsassi

Valores

b. Puestos en orden de magnitud, los valores son: 48.7, 48.9,
49.5,50.3,51.6

Y:(48.7+48.9+4§‘5+50‘3+51.6 ~49.8
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Md = (n+1)/2 = (5+1)/2 = 3, la mediana se encuentra entre el
lugar 3 de la serie, es decir, 49.5
Mo = En este caso, no existe moda.

3. Encontrar la moda, la media y la mediana de las 100 puntuaciones
que se presentan en la siguiente distribucién de frecuencias agrupa-
das:

Intervalos frecuencias
20-22 8
17-19 14
14-16 41
11-13 26
8-10 7

5-7
100

4. Calcular de los siguientes cuadros: la moda, mediana y media, para
cada caso:

Caso a Caso b

Clases frecuencias Intervalos frecuencias
30-39 4 30-39 2
40-49 6 40-49 10
50-59 8 50-59 6
60-69 12 60-69 12
70-79 9 70-79 9
80-89 7 80-89 7
90-99 4 90-99 4
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2.3.9 Consideraciones con respecto a la moda, media y mediana

El calculo de la media, la mediana y la moda, una vez dominados, resul-
tan un proceso mecanico; sin embargo, la eleccién entre estas tres medi-
das y su interpretacion, algunas veces puede requerir detenidas reflexiones.
A continuacién enumero algunas consideraciones que deben
tomarse en cuenta cuando se esté haciendo frente a la eleccion:

1. En grupos pequefios, la moda puede ser completamente ines
table, por ejemplo: la moda del grupo (1, 1, 1, 3,5, 7, 7, 8), es
1, pero si uno de los unos se cambia por 0 y el otro por 2, la
moda se convierte en 7.

2. La mediana no se afecta por el mayor o menor tamafio de las
puntuaciones situadas por encima o por debajo de ella. Por
ejemplo, en un grupo de cincuenta puntuaciones la mediana
no cambiard si la puntuacion mayor se triplica.

3. La media si se ve influenciada por el tamafio de cada puntuacion
en el grupo. Por ejemplo, si 100 se suma a la tercera puntua
cion mayor en un grupo de 10, la media del grupo aumentara
en 10 unidades.

4. Latendencia central de grupos de puntuaciones con valores
extremos se mide probablemente mejor por la mediana. Cabe
recordar que cada puntuacion en un grupo influye sobre la
media. Asi, un valor extremo puede alejar la media de un grupo
de su valor inicial, que generalmente se consideraria como region
central. Por ejemplo, si nueve personas tienen ingresos que fluc
tlan de $4 500.00 a $5 200.00, con un promedio de $4 400.00
y el ingreso de la décima persona es de $20 000.00, el promedio
de ingresos del grupo de diez personas es de $6 410.00, este
ndmero no representa adecuadamente a ninguno de los grupos.
La mediana seria preferible como medida de tendencia central
en este caso.

5. Si la distribucion es simétrica la media, la mediana y la moda
coinciden:
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Cuando la distribucion es asimétrica pueden darse dos casos:

Asimétrica a la derecha:

En este caso la mediana
esta a la derecha de la mo-
day la media esta a la dere-

cha de la mediana.

Asimétrica a la izquierda:

En este caso la mediana es-
ta a la izquierda de la moda
y la media esta a la izquier-
da de la mediana.

Obsérvese que la mediana esta siempre en medio de las tres
medidas. Una regla para recordar estas relaciones es que la me-
dia, la mediana y la moda estan en el orden alfabético en que
aparecen en el diccionario cuando la distribucion es asimétrica
en la izquierda y en el orden contrario cuando la asimetria es
hacia la derecha.
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6. Algunos grupos de puntuaciones simplemente no manifiestan

ninguna tendencia central en forma significativa, siendo a me
nudo engafioso calcular alguna medida de tendencia central
(véase siguiente ejemplo).

. La siguiente anécdota resume muchos de los problemas que se

presentan en el uso de las medidas de tendencia central.

Una anécdota improbable aclararia este problema de hete-
rogeneidad, es decir, que la medida de tendencia central no es
una descripcién adecuada de todas las puntuaciones de un
grupo. Una vez cinco hombres se sentaron en una banca del
parque. Dos eran vagabundos, cada uno con un capital total de
25 centavos. El tercero era un obrero cuya cuenta bancaria y
otros bienes totalizaban $2 000.00. El cuarto tenia $15 000.00
invertidos de diversas maneras. El quinto era un millonario con
capital neto de $5 000 000.00. Por tanto, el activo modal del
grupo era de 25 centavos. Esta cifra describe perfectamente el
capital monetario de dos de las personas, pero es completa-
mente errbnea para las otras tres. La cifra mediana de $2 000.00,
hace poca justicia a todos excepto al obrero. La media de
$1 003 400.10, tampoco es satisfactoria para el millonario. Si
tuviéramos que escoger una medida de tendencia central, tal
vez la mas indicada seria la moda que describe correctamente
40% de este grupo. Pero si se nos dice que "el capital modal
de cinco personas sentadas en una banca del parque es de 25
centavos" lo mas probable seria concluir que el capital total del
grupo es aproximadamente de $1.25, que es un dato errébneo
en mas de cinco millones de pesos. Obviamente, sea lo que
sea, es claro que no hay medida de tendencia central adecua-
da para esta "extrafia compafia en una banca" que simplemen-

te no tiene "tendencia central".?®

% Ejemplo tomado de Gene, V. Glass y Julian C. Stanley, Métodos estadisticos aplicados a

las ciencias sociales, Prentice Hall, México, 1970, p. 71.
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8. Finalmente presentaremos una tabla donde se hace una com-
paracién entre la media, mediana y moda.

Concepto Definicién Ventajas Limitaciones

Media Es un dato que 1. Reflejacadava 1. Puede ser ex-
define el valor pro- lor. cesivamente
medio de todas las 2. Propiedades ma influida por los
puntuaciones. teméticas atracti extremos.

vas.

Mediana El valor que divide 1. Menos sensible 1. Dificil de deter-
a la serie en dos a los extremos minar si hay gran
partes iguales. La que la media. cantidad de da-
mitad de los valo- tos.
res son mayores y
la otra mitad son
menores.

Moda Valor con la fre- Valor tipico: mas No se presta

cuencia mas alta.

valores reunidos
en este punto
que en cualquier
otro.

para el analisis
matematico.

Puede no ser un
valor modal pa-
ra algunos con-
juntos de datos.

2.3.10 Otras medidas de tendencia central
Media geométrica: La media geométrica (Mg), de una serie de n nime-

ros X\, Xz, Xa,..., X,, S€ define como la raiz n-ésima del producto de los
numeros que comprenden la serie.

v = T o )
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Ejemplo: sean los numeros 1, 3y 9, la media geométrica se define por:
Mg = J()(B3)(9) =27 =3 =3

Otro ejemplo: calcular la media geométrica de 2, 4, 8.

Mg = 3}(2}(4j(8) 64 =Y =4

Finalmente, diremos que la media geométrica se utiliza en el célculo de
los promedios de tasas de variacion y en la elaboracion de los nimeros
indices.

Media armodnica: La media armonica (/Via), de una serie de n nUmeros
*1, X2, X3,..., Xn , S€ define como el valor reciproco de la media aritmética
de los nimeros:

Ma:_n_

n

El

=1 Xi
Ejemplo: calcular la media armoénica de los numeros 2, 4, 8:
3-24_343
7 7
8

2.3.11 Otras medidas: Deciies, cuartiles y percentiles®

Cuantiles: Un cuantil es un punto en una escala numérica que se supo-
ne abarca una serie de observaciones dividiéndola en dos grupos, cuyas

% yéase nota al pie nim. 20.
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respectivas proporciones se conocen. A medida que se divide la serie en
mas partes aparecen los cuartiles, quintiles, deciles y percentiles. Una
serie donde sus valores se encuentren ordenados de forma creciente o
decreciente, aquellos tres términos que dividen a la serie en cuatro par-
tes 0 grupos de numeros iguales. El primero de éstos recibe el nombre
del primer cuartil, el siguiente segundo cuartil y el ultimo tercer cuartil.
Analogamente, los términos que dividen a la serie en 10 partes iguales,
se llaman "deciles" y se representan por Dy; Dy, ..., D1, ¥ l0os términos que
dividen a ja serie ordenada en 100 partes iguales, se llaman
"percentiles” o "porcentiles” y se representan por los simbolos P,, P2,...,
Pioo-
Esto lo podemos ver en forma grafica de la siguiente manera:

“ 2‘ ‘3} ‘
D, D,b| D, Db D Ds D, | Dy Do

S S I A
T T

Po Pro P Py P P Peo P P Peo Pigo

Bajo esta logica resulta claro que si se comprende como calcular los
percentiles se pueden calcular los deciles y los cuartiles al mismo tiem-
po, por ejemplo: el primer cuartil de una serie se refiere al percentil
namero 25 de una muestra. Esto lo podemos comparar con los quebra-
dos, por ejemplo donde 1/2 = 2/4 = 8/16, etc. y asi tratar de compren-
der mejor esto.

Pasemos ahora a los ejemplos de como se calculan los cuartiles,
deciles y percentiles en los diversos tipos de series que hemos estudiado.

2.3.12 Cuantiles, deciles y percentiles para series simples

En este tipo de series se puede aplicar una sola férmula para calcular los
cuartiles, deciles y percentiles:
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Q’.zo.(n-ﬂ) ; D,-:u (n+1) _ P,-:u(nJ”)

4 10 100
Donde: Q; = cuartil, D; = decil y P; = percentil.
a =El Q, D, o Pque se quiera calcular.
n = Ndmero total de datos.

Ejemplo: calcular los cuartiles de la siguiente serie: 1, 4, 5, 7, 10, 13, 14,
16, 20, 23, 25.

o ),
4 4
Ql:z[nm) 1,
4 2
o> (1) 3 (12) _(3)(3)(4) _,
s 4 4

Conclusion:

i. El primer cuartil se encuentra en el tercer valor de la serie, es
decir, Q" = 5.

i i. ElI segundo cuartil se encuentra en el sexto valor de la serie,
es decir, en Q, = 13.

iii. El tercer cuartil se encuentra en el noveno valor de la serie, es de-
cir, en Q3 = 20.

iv. Finalmente, bastaria con calcular el primer cuartil y, una vez
teniendo ese valor para calcular el segundo y el tercero, habria
que multiplicar por dos y tres respectivamente el resultado del
primer cuartil (Q,-3;Q,=(2)(3)-6y Qs - (3)(3) - 9.

Observacion: El valor del cuartil, del decil o del percentil, lo que nos
indica es el lugar dentro de la serie donde se encuentra el cuartil, decil
o percentil, y es muy importante que se ordenen los datos de forma
ascendente o descendente.
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Ejercicio (2.3.4): Calcular los cuartiles de los ejercicios de 80 y 40 datos,
vistos con anterioridad.

2.3.13 Cuantiles, deciles y percentiles para series de frecuencias?’

Centil o percentil: el percentil Pes el punto bajo el cual se halla el Ppor
ciento de las puntuaciones. Rara calcular determinado percentil, prime-
ro deben ordenarse las puntuaciones en orden de magnitud (de mayor a
menor), lo cual puede resultar laborioso si se trata de un grupo muy
grande. Por lo tanto sera mas conveniente tabularlos en una distribucién
de frecuencias agrupadas, adjuntando una columna de frecuencias acu-
muladas.?®

Una vez que tenemos ordenada la serie en términos de sus frecuen-
cias, aplicaremos la siguiente formula que nos permite calcular cual-
quier percentil:

pn- (fa]
By =L + ————
f
Donde:
P, = El percentil que se desea calcular.
pn = Elndmero de frecuencias con respecto al total que se requiere
para el calculo p se refiere a una expresién de tanto por cien-
z

fera este tipo de series, basta con explicar la forma en que se pueden calcular los per

centiles y una vez comprendido el procedimiento, puede calcular los deciles y cuartiles
de cualquier muestra ordenada en frecuencias, por ejemplo: el segundo cuartil es igual
al quinto decil y éstos a su vez son iguales al percentil 50 (es decir, bastaria con calcular
el valor del percentil 50, y con esto ya sabria que ese valor es el mismo para el segundo

cuarto y quinto decil).

La construccion de una distribucion de frecuencias acumuladas facilita enormemente el

calculo de cualquier percentil. La frecuencia acumulada, hasta determinada puntuacion,
es el numero total de frecuencias observadas en dicha puntuacion y por debajo de ella.
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to, asi que se puede expresar en decimales y multiplicado por
el total de frecuencias y asi saber cuantas de ellas se requieren.

Limite inferior real de la puntuacion del intervalo que contiene
la frecuencia pn.

fa = Frecuencia acumulada hasta el limite inferior.

La frecuencia del intervalo que contiene la frecuencia pn.

I~
I

—
I

Ejemplo: un profesor aplicé una prueba de rendimiento de 40
preguntas a 125 estudiantes, siendo la puntuacién el numero de
respuestas correctas. En la siguiente tabla se concentran los resultados:

Tabla1

Puntuacion de la prueba  Frecuencia  Frecuencia acumulada

38 1 125
37 1 124
36 3 123
35 5 120
34 9 115
33 i) 106
32 17 98
31 23 81
30 24 58
29 18 34
28 10 16
27 3 6
26 1 3
25 0 2
24 2 2

a. Calcular el percentil 25 de las 125 puntuaciones, o sea, el
punto P,s, bajo el cual se sitla 25% del total de puntuaciones,
también se puede decir que es equivalente al primer cuartil.



DESCRIPCION Y MEDICIONES DE SERIES DE DATOS 17

Respuesta:

Haremos el calculo siguiendo cinco pasos basicos, pero antes recorde-
mos que nuestra formula para el célculo de percentiles para una serie de
frecuencias es:

b1+ pn;(fa)

Paso 1. Hallar pn, donde P- percentil 25 = 0.25 y n = al nimero total
de frecuencias, entonces:

(0.25) n = (0.25) (125) =125 /4 =31.25

pn= 31’25‘;’

Paso 2. Determinar el limite inferior real Lj de la clase de puntuaciones
gue incluya la frecuencia acumulada de 31.25. Encontramos
gue la frecuencia de 31.25, se encuentra en la puntuacion
de 29 aciertos, por tal razon el limite inferior real es: 28.5.

Paso 3. Restar el valor de pn (31.25), de la frecuencia acumulada (/a),
hasta el limite inferior que es igual a 28.5, punto en el cual se
aprecia que se han acumulado 16 frecuencias.

Paso 4. Dividir el resultado del paso 3, por la frecuencia f de\ intervalo
gue contiene la cuarta parte de las frecuencias: 15.25/ 18 = 0.85.
El paso 4 consiste en determinar qué fraccion del intervalo de
clase se halla por debajo de la frecuencia 31.25. En el in-
tervalo 28.5-29.5, hay 18 frecuencias y como 15.25/18 = 0.85,
vemos que las primeras 15.25, frecuencias ocupan dicho inter-
valo.

Paso 5. Sumar el resultado del paso 4, al valor de L, con lo cual obte-
nemos:

P»s = 28.5 + 0.85 = 29.35
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Interpretacion:; Se puede concluir que 25% de las puntuaciones o califi-
caciones que obtuvieron los alumnos se hallan por debajo de 29.35 y
de modo analogo, 75% se halla por encima de 29.35 puntos.

Si el estudiante considera que ya no es necesaria la aplicacion de
los pasos, puede aplicar la formula directamente para el calculo:

pn-(fa ,
+T():28.5+M:28.5+0.85:29.BS

P
: 18

5 =1L

Finalmente, podemos presentar de una forma resumida los pasos a
seguir;

Resumen de los célculos

Paso1 (pm=025(n=n/4=125/4=31.25

Paso 2  Hallar el limite inferior real de la clase
que contiene la frecuencia 31.25
L =285

Paso 3  Restar la frecuencia acumulada del L
de 31.25: 31.25-16 = 15.25

Paso 4  Dividir el resultado del paso 3, entre la
frecuencia f del intervalo que contiene
la frecuencia 31.25:
15.25/18 = 0.85
Paso 5  Sumar el resultado del paso 4 al valor
de L: P25 = 28.5 + 0.85 = 29.35

Ejercicio (2.3.5): calcular los siguientes percentiles: P,5, P40, P50, P75,
Pqo, P1o, de la serie de 40 valores, una vez transformada en una serie de
clases y frecuencias.
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2.3.14 Cuantiles, deciles y percentiles para series de clases 'y
frecuencias

El calculo de percentiles para una serie agrupada en clases y frecuencias
casi es idéntico al que se hace para series de frecuencias.

La ecuacion para el calculo de percentiles en series de clases y fre-
cuencias es la siguiente:

P, = El percentil que se desea calcular.
= Limite inferior real de la puntuacién del intervalo que contiene
la frecuencia pn.
pn = El nimero de frecuencias con respecto al total que se requie-
re para el calculo (p, se refiere a una expresiéon de tanto por
ciento, asi que se puede expresar en decimales y multiplicado
por el total de frecuencias y asi saber cuantas de ellas se
requieren).
fa = Frecuencia acumulada hasta el limite inferior. La frecuencia
f = del intervalo que contiene la frecuencia pn. La amplitud del
¢ = intervalo de puntuaciones (es decir, la amplitud de clase).

=
l

Ejemplo: El gobierno decidi6é preguntar la edad a las personas que rea-
lizaban alguna actividad remunerada de una poblacion del estado de
Morelos para saber entre qué valores se encontraba la poblacion pro-
ductiva. Los valores en los cuales se agruparon las diversas edades se
proporcionan en la siguiente tabla:
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Tabla 2
Frecuencia
Intervalo de edad Frecuencia acumulada

b4-67 4 1982
60-63 38 1978
56-59 82 1940
52-55 120 1858
48-51 125 1738
A44-47 160 1613
40-43 221 1453
36-39 204 1232
32-35 307 1028
28-31 291 721

24-27 295 430
20-23 135 135

1982

a. Calcular el percentil 50 de las 1 982 puntuaciones, o sea, el punto
Pso, bajo el cual se sitia 50% del total de puntuaciones también
podemos decir que es equivalente al segundo cuartil.

Respuesta:
Haremos el calculo siguiendo cinco pasos basicos en su forma resumi-

da, pero antes recordemos que nuestra formula para el célculo de per-
centiles para una serie de frecuencias es:

n-(fa
=2

Los pasos de forma resumida son los siguientes:
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Paso 1
Paso 2

Paso 3

Paso 4

Paso 5

Paso 6

0.50 (n) = 0.50 (1982) = 991
Hallar el limite inferior real de la clase
que contiene la puntuacién 991

L;=(32+31)/2=31.50
Restar de 991 la frecuencia acumulada
Hasta L; 991 - 721 =270
Dividir el resultado del paso 3 entre la
frecuencia fdel intervalo que contiene
la puntuacion 991

270 /307 =0.88

Multiplicar el resultado del paso 4 por
la amplitud de la clase: (0.88)(4) = 3.52
Sumar el resultado del paso 5 al valor
de L: P50 = 31.50 + 3.52 = 35.02

Interpretacion: El resultado de Psy = 35.02, quiere decir que 50% de las
personas que se encuentran desarrollando alguna actividad productiva

remunerada es menor de 35 afios de edad.

Otro ejemplo: Determinar el percentil 20, también seria el primer quin-

til, el segundo decil, etcétera.

Solucién: La puntuacion de pn, o sea (0.20)(1982) = 396.4, se halla en
el intervalo 24-27, cuyo limite inferior real es de (24+23) / 2 = 23.5. La
diferencia entre pn y la frecuencia acumulada hasta 23.5 es: 396.4 -
135 - 261.4. Teniendo en cuenta que la frecuencia del intervalo que
comprende la puntuacion 396.4 es 295 y que el tamafio del intervalo es

de 4 unidades, resulta:

P =23‘5+(396.4—135
295

81

)(4):23.5+3‘54=27.04 P =27.04

Esto quiere decir que 20% de las personas es menor de 27 afios de edad.
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Ejercicio (2.3.6): calcular los percentiles: Pys, Py, Pog, Peo, Pio y Prs, de
la serie de 80 valores ordenada en clases y frecuencias.

2.4 MEDIDAS DE DISPERSION O VARIABILIDAD: RANGO, DESVIACION MEDIA,
VARIANZA, DESVIACION ESTANDAR Y COEFICIENTE DE VARIACION

Las medidas de tendencia central se refieren a la concentraciéon de puntua-
ciones de una determinada escala numérica en un grupo. Una medida parti-
cular de tendencia central da lugar a una puntuacion o valor que en cierto
sentido "representa” a todas las puntuaciones del grupo. Este proceso pasa
por alto las diferencias entre las puntuaciones en si. Asimismo, para evaluar
la variacién de las puntuaciones se necesitan estadigrafos descriptivos que
miden la heterogeneidad, dispersidn o esparcimiento de puntuaciones.
Para describir en forma adecuada un conjunto de datos, son nece-
sarios dos tipos de medidas de resumen: las de tendencia central y las
de dispersion. Ademads, para obtener informaciéon respecto a la parte
media de un conjunto de nimeros, también es conveniente tener un
método para expresar la cantidad de dispersién o difusidn que hay entre
los datos. Por ejemplo, las medidas de dispersién indican si los valores
estan relativamente cercanos uno de otro o si se encuentran dispersos.
En forma esquematica se ilustra de la siguiente manera:

En el primer caso podemos ver que existe un dispersion baja en los
datos, es decir, se encuentran a muy poca distancia uno de otro.
Mientras que en el segundo caso la dispersion es alta.
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Existen diversas medidas que nos permiten calcular la dispersion de
un conjunto de datos, a continuacion estudiaremos cada una de ellas.

2.4.1 Rango

La amplitud o rango de un grupo de nimeros es generalmente la medi-
da mas sencilla de calcular y comprender. Se concentra en el nimero
mayor y el menor del grupo, es decir, los puntos extremos. Dicha medi-
da se puede expresar en dos formas:

a. Como la diferencia entre los valores mayor y menor de la muestra.
b. Como los valores mayor y menor del grupo.

Por ejemplo: Considérense estos tres valores: 1, 10 y 25. La diferencia
entre el nUmero mayor y el menor es 25 - 1 = 24, De igual manera se
puede decir que la amplitud de los valores es del 1 al 25. Este dltimo
método tiende a ser mas informativo. Por ejemplo, saber solamente que
la amplitud de un conjunto de nimeros es de 44 no nos dice nada res-
pecto a los nimeros; sin embargo, si se establece que el rango de varia-
cion es de 300 a 344, se proporciona mas informacion acerca de la
magnitud de los datos.

En general: El rango se expresa estableciendo la diferencia entre los
ndmeros mayor y menor de un grupo de puntuaciones, o bien, identifi-
cando ambos numeros.

Ejemplos:
Formas de expresar la amplitud de variacion o rango
Datos Diferencia Del menor al mayor
1,5 7,13 13-1 =12 1ail3

) S
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3,4,8,14,17, 36, 48, 73 73-3 =70 3a73
4 4

1.9,21,3.2,47,5.610.3 103 -19=84 1.9a103
s 4

La ventaja de utilizar la amplitud o rango como medida de disper-
sion se basa en el hecho de que su obtencién es relativamente sencilla,
aun cuando se trate de un conjunto bastante grande de numeros.

La principal limitacién del rango es que considera solamente los
valores extremos de un conjunto y no proporciona mayor informacion
respecto de los demas, a veces existen dos valores extremos que jamas
se repiten en la muestra y si los consideramos podemos dar una falsa
imagen del conjunto, por ejemplo el caso de las alturas.

En algunos grupos de puntuaciones se pueden presentar diversos
tipos de dispersion, por ejemplo:

|F Amplitud o rango >{

En este caso se presentan tres conjuntos de puntuaciones bastante diferen-
tes que poseen la misma amplitud. En el primer caso los valores se distri-
buyen de una manera uniforme y esta medida cumple con su objetivo.
En el segundo conjunto los puntos se encuentran mas agrupados
aungue la amplitud o rango proporciona una "cruda" medida de disper-
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sion. No obstante, el tercer conjunto demuestra como se puede influir
facilmente en la amplitud mediante unos cuantos valores externos y pre-
sentar informacion bastante engafiosa respecto a la dispersion.

Se ha intentado corregir este tipo de problemas, algunas veces se
elimina la puntuacién mas baja y la méas alta de la muestra, ya que en
la mayoria de los casos no son las mas representativas de la generalidad
del grupo y a veces solo afectan en los resultados.

Otros procedimientos mas refinados son: el calculo del rango o
amplitud entre el percentil 10 y el percentil 90 o el rango intercuartil,
gue no son otra cosa mas que la eliminacion de los extremos de la
muestra para tomar como base al conjunto de datos més representativos.

2.4.2 Amplitud o rango entre el percentil 10 y 90 (RP)

En razén de que son mas numerosas las puntuaciones que influyen
directamente sobre la amplitud entre el percentil 10 y 90, es decir, se
dejan fuera los extremos, este valor es un poco mas estable que el rango
y es facil de calcular. Sin embargo, ninguna de estas ventajas ha sido lo
suficientemente convincente como para hacer del RP una medida de
variabilidad popular y, de hecho, rara vez se emplea.

RP = Pgp — Py
Ejercicio (2.4.1): Calcular la amplitud o rango entre el percentil 90 y 10
de las series de 40 y 80 valores.
2.4.3 El rango intercuantil (RQ)

El rango intercuartil (RQ) es la diferencia entre el primer y tercer cuartil
osea:

RQ=Q5 -
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Esta medida, para propositos descriptivos, es definitivamente superior al
rango, se dice que es superior porque se calcula entre el primer y tercer
cuartil, eliminando dos extremos de un cuarto de la muestra, consideran-
do que la mayoria de las puntuaciones se agruparan en la proporcion
restante, excepto en cuanto a simplicidad de calculos.

Ejercicio (2.4.2): Calcular el rango intercuartil de las series de 40 y 80
valores.

2.4.4 Desviacion media (DM)

Otra medida de dispersion que incluye a todos los datos es la desviacion
media. Es la media de las desviaciones a partir de un valor central.

La distancia entre la puntuacion x; y la media se da por |x, - X| y €l
promedio de las n distancias de las puntuaciones respecto de su media

se denomina desviacion media (DM).
La féormula que nos permite el calculo para cada tipo de serie es:

Series de clases
Series simples Series de frecuencia y frecuencias
n n I
S - ih -4 Sily -5]
DM = &= DM =121 DM = =
il n n
Donde: Donde: Donde:
x; = Valores de x f; = Frecuencias yi = Valor de la marca
X = Valor de la media de clase o punto medio
n = Ndmero de elementos de la clase

lx,v - fl , indica la desviacion de cada puntuacion respecto de la media

del grupo. Estas n desviaciones describen hasta qué punto varian las
puntuaciones originales.
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La suma de dichas desviaciones positivas y negativas siempre sera
cero. Si consideramos las desviaciones como distancias de las puntua-
ciones respecto de la media, sin tener en cuenta el signo, la suma de
estas distancias indica la variabilidad de las puntuaciones, es decir,
cuanto varia en promedio cada puntuacion con respecto a la media.

La distancia de cada valor de Xj, respecto de la media se halla
mediante el valor absoluto del nimero; el valor absoluto de - 4.65, se
denota por \—4.65‘ y es igual a 4.65, y asimismo cualquier valor abso-

luto de un nimero positivo es ese mismo numero, y el de cualquier

ndmero negativo se halla cambiando el signo de menos por el mas.
Ahora veamos algunos ejemplos de la forma de calcular la desvia-

cién media para series simples, de frecuencias y de clases y frecuencias:

2.4.5 Para series simples

Partiendo de los siguientes datos: $10, $12, $13, $10, $15, referentes a
los salarios por hora (en pesos), que perciben los trabajadores de cinco
empresas de limpieza que ofrecen este servicio, calcule su desviacion
media (DM).

Recordemos que necesitamos, antes que nada, saber el valor de la
media, que es: 60/5 = 12

Debemos construir una tabla que nos permita realizar los calculos
con facilidad:

Datos (x;) X; —Y} |x,- —ﬂ
10 10-12=-2 2
12 12-12=0 0
13 13-12=1 1
10 10-12=-2 2
15 15-12=3 3

S x =60 =8
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Finalmente realizamos el calculo:

i
Sh -
DM== -
n

=1.60

u |Ce

DM=1.60

Interpretacion: podemos decir que la desviacién o desviacion promedio
de los salarios que se pagan en las empresas que prestan el servicio de
limpieza es de un peso con sesenta centavos ($1.60).

También podemos decir que los salarios de las distintas empresas
son diferentes en promedio $1.60 pesos con respecto a la media gene-
ral, que es de 12.00 pesos.

2.4.6 Para una serie de frecuencias

Considerando la siguiente informacion que se refiere a ciertos trabajado-
res de una empresa y la frecuencia de faltas que tuvieron en un mes, de
acuerdo con los siguientes datos: 2, 5, 6, 8, y sus respectivas frecuen-
cias: 4, 1,3, 4, calcule la desviacién media, recordando que la formula
para calcular la desviacion media para una serie de frecuencias es:

n
Sk~
DM=i=l____ entonces hay que generar la informacién que nos
n

permita aplicarla:

Trabajadores Faltas
(xi) () Xi-X |x,- - Y' (i) |x,- - Y’
2 4 -3.25 3.25 13

5 1 -0.25 0.25 0.25
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6 3 0.75 0.75 2.25
8 4 2.75 2.75 11
z=12 0 26.5

Necesitamos antes que nada, saber el valor de la media, el promedio de
trabajadores que faltan en un mes: 63/12 = 5.25.

Finalmente calculamos la DM:

Sk -3
DM = =1 _ 26.5:2_2
n 12

DM=2.2

Interpretacion: podemos decir que el promedio de trabajadores que fal-
tan en un mes es de 5.25 ~ 5, pero existe una desviacién promedio o
grado de error de 2.2 dias con respecto a la media, asi que el nimero
de trabajadores que faltan puede variar por ejemplo: de 3 a 7 por mes,
redondeando y considerando sélo una vez la DM con respecto a la
media, asi que con esta informacién el duefio de la empresa puede
tomar medidas mas enérgicas con sus empleados o motivarlos con
incentivos para que no falten.

2.4.7 Para una serie de clases y frecuencias

Considerando la siguiente informacion de las estaturas en cm de las
mujeres del estado de Sonora, calcule la desviacion media de las esta-
turas, recordemos que la férmula para calcular la desviacion media para
una serie de clases y frecuencias es:
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Entonces hay que realizar las operaciones que nos permita aplicarla. Ya
sabemos que es conveniente manejar la informacién en una tabla como
la siguiente:

Marca de
Datos (x) clase (y)  Frec. (f) ) vi-X 1 Yi —X l (fi) ‘ Yi =X l
118-126 122 3 366 -27 27 81
127 - 135 131 5 655 -18 18 90
136 - 144 140 4 560 -9 9 36
145 - 153 149 8 1192 0 0 0
154 - 162 158 9 1422 9 9 81
163 - 171 167 4 668 18 18 72
172 - 180 176 2 352 27 27 54
Z=35 Z=5215 Z=0 =414

Recordemos que necesitamos, antes que nada, saber el valor de la
media, que es: 5215/35 = 149 cm en promedio.

Ahora si podemos aplicar la formula:

DM=11.83
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Interpretacién: la desviacién media o promedio, con respecto a la
media, es de 11.83 centimetros.

Ejercicio (2.4.3): Calcular la desviacion media de las series de clases y
frecuencias de 40 y 80 valores.

2.4.8 Varianza (variancia) y desviacion estandar (s°y s)

La varianza de una muestra se calcula casi en la misma forma que la
desviacion media, con dos pequefias diferencias: 1) las desviaciones se
elevan al cuadrado antes de ser sumadas y 2) se obtiene el promedio,
utilizando n-1 en lugar de n, ya que esto pretende proporcionar un
mejor calculo de la varianza.

Definicién: La varianza de una muestra o conjunto de datos es la des-
viacién promedio de valores obtenidos a partir de la media elevada al
cuadrado y dividida entre n-1. Cuando hablamos de datos que reflejan
Unicamente una parte de la poblacion, es decir, una muestra, utilizamos
n; cuando nos referimos a toda una poblacién, es decir, los datos de la
muestra son jguales al total de la poblacion estudiada, pero como eso
sucede en pocos casos casi siempre se utiliza n-1.

La variancia o varianza se representa como s® cuando se refiere a la
varianza muestral y como o (letra griega sigma minGscula al cuadrado),
cuando se trata de la varianza de una poblacién.

La férmula para calcular la varianza de una muestra® tiene peque-
flas modificaciones, las cuales dependen del tipo de serie al que se quie-
ra aplicar, como a continuacion se presenta:

TN

(s -

N

i

29 Para una poblacion seria: 02 =
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Series de clases
Series simples Series de frecuencia y frecuencias
n 2 n 2 Il 2
(o) $ils ) St
52 = Ll 52 = = 57 = izl
! n-1 i n=1 : n-1
Donde: Donde: Donde:
x; = Valores de x f; = Frecuencias yi = Valor de la marca
X =Valor de la media de clase o punto medio
n = Nuamero de elementos de la clase

Veamos algunos ejemplos: para facilitar la aplicacion de la férmula se
recomiendan los siguientes pasos:

2.4.9 Para series simples

a. Calcular la media.

b. Restar la media a cada valor del conjunto, originando las des
viaciones con respecto a la media.

c. Elevar al cuadrado cada una de estas desviaciones y realizar la
sumatoria.

d. Dividir el resultado de la sumatoria entre n-1 en el caso de
datos muéstrales o dividir entre n, si los datos equivalen a todos
los valores de una poblacién.

Ejemplo: partiendo de los siguientes valores calcule la varianza para la
muestra:

Datos (x;) X=X (xj— X)?
10 10-12=-2 4
12 12-12=0 0
13 13-12=1 1
10 10-12=-2 )
15 15-12=3 9

18

Ex, =60 b
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Aplicando la férmula:

S -

1 _60_qp; @izt _18_45; . 2545
n 5 n-1 4

=|

Il
H'M::

1l

2.4.10 Para series de frecuencias

Calcular la media.

Agregar una columna donde se coloquen las frecuencias de la

serie.

c. Restar la media a cada valor del conjunto y con ello originar las
desviaciones con respecto a la media.

d. Elevar al cuadrado cada una de estas desviaciones.

e. Multiplicar la frecuencia correspondiente a cada una de las
desviaciones al cuadrado y realizar la sumatoria.

f. Dividir el resultado de la sumatoria entre n-1 en el caso de

datos muéstrales o dividir entre n si los datos equivalen a todos

los valores de una poblacion.

oo

Ejemplo: considerando los siguientes valores calcule la varianza:

Datos (x;) Frec. (f) (f) (x) Xi— X (x; = x)? fi(x; = x)?
2 4 8 -3.25 10.56 42.25
5 1 5 -0.25 0.06 0.06
6 3 18 0.75 0.56 1.69
8 4 32 2.75 7.56 30.25
2=12 z =635 2=0 2=74.25
n n ; 2
$in $i(s -5
n 12 n-1 11

S.52=6.75
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2.4.11 Para series de clases y frecuencias

a

Ejempilo:

Agregar una columna en donde se calculen las marcas de
clase, es decir, los valores de yj que ocuparan el lugar de x, en
la férmula.

Agregar una columna donde se coloquen las frecuencias de la
serie.

Calcular la media.

Restar la media a cada marca de clase del conjunto y con ello
originar las desviaciones con respecto a la media.

Elevar al cuadrado cada una de estas desviaciones.
Multiplicar la frecuencia correspondiente a cada una de las
desviaciones al cuadrado y realizar la sumatoria.

Dividir el resultado de la sumatoria entre n-1 en el caso de
datos muéstrales o dividir entre n, si los datos equivalen a todos
los valores de una poblacion.

Considerando los siguientes datos calcule la varianza:

Altura Marca de  Frecuencias
pulgadas  clase (y) (f) () Yi- X (i~ X P (fily; - X)?

60-62 61 5 305 -6.45 41.60 208.0

63-65 64 18 1152 -3.45 11.90 214.2

66-68 67 42 2814 -0.45 0.20 8.4

69-71 70 27 1 890 2.55 6.50 175.5

72-74 73 8 584 5.55 30.80 w
100 6 745 852.5
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Una vez que hemos visto los ejemplos, mencionaremos algunas propie-
dades de la varianza.

¢ Cbémo se verd afectada la varianza si a un grupo de puntuaciones
se le suma un valor constante? En general, la varianza permanece cons-
tante bajo la adicién de una constante ¢ a todas las puntuaciones de un
grupo como se demuestra a continuacion:

s2 ==L aplicando la constante
n-1
2 2
S +d)-[So+c)fnlt St +c=[Su/n|-(nc/n)
i=1 i=1 i=1 i=1
5= n-1 - n-1

n-1
>(x - %)
s = =
n-1

Se puede comprobar faciimente esta propiedad si le sumamos un valor
constante a cada uno de los datos del ejemplo de la serie simple y cal-
culamos la varianza, con esto podemos ver que el valor no cambia.

¢, Qué sucede con la varianza si cada puntuacion se multiplica por
una constante?

En general, la varianza seréa igual a c?s® siempre que las puntuacio-
nes del grupo se multipliquen por una constante como a continuacion
se demuestra:

n

S -7

s? = =2 aplicando la multiplicacién de una constante

X
n -
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2 2

n n n n
2 cX; - Ecx,-/n 2 CxX; —|C xj/n
i=1 i=1 i=1 i=1

s = =
n-=1 n-=1

2[( (x,- - )T)T _‘ 2('2 (xi - 3?]Z c? E(X,- - 3()2

n-1 n-1 n-1

= ra

n I

L |

i=1

porlo tanto = %4
n-1 n-1

Ya que hemos visto la forma de calcular la varianza y algunas de sus pro-
piedades en los diferentes tipos de series, es importante mencionar que
existe un segundo método para estimar la varianza, en el cual no se
requiere calcular la media de la muestra y tampoco es necesario obte-
ner cada una de las desviaciones de la muestra.

Cabe aclarar que esta formula se obtiene de la original realizando
algunas manipulaciones algebraicas que veremos a continuacion:

Partiendo de la formula original tenemos que:

E(x,- - Y)2 Z(xﬁ’ -2Xx x +fz)

5)3: —
n-1 n-1

Como la sumatoria de una suma algebraica es igual a la suma algebraica
de las sumatorias por lo tanto tenemos:

n n n n
S -2x x+%2)  Fxp-2xYx + Y X2
i=1 - i=1 i=1

i=1

n-1 n-1
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n

Teniendo en cuenta que E X; =nX , la expresion anterior puede rescri-
birse de la siguiente i=1
forma:

n I 1]
Exf - 2X nX +nXx? Exf -2nXx? +nXx? Exf - nx?

i=1 _ i=1 i=1

n-1 n-1 n-=1
i : n 2 n 2
EX; in EXJ
—_ . P i=1 f=
Dado que nx?, es igual a n |=E—| = n [ = M= ,
n n? n

De esta forma se deduce la formula alternativa para calcular la yarianza
en la cual, como ya lo mencionamos, no se tiene que calcular la media
ni las desviaciones de los valores.

Como en el ejemplo de la primera formula, para las series de fre-
cuencia y, de clases y frecuencias, la formula tiene que ser modificada
en cada caso para que pueda ser aplicada. No demostraremos las ope-
raciones para llegar a cada resultado, Unicamente presentaremos el
resultado final como se muestra a continuacion:
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Series de clases
Series simples Series de frecuencia y frecuencias
n a a0 N 2 \ . 2
s3I | S| 3wl
53 _ =1 i=1 Si =l i=1 S;: _ i=1 i=1
n-1 n-1 n-1
Donde: Donde: Donde:
x; =Valores de x f; = Frecuencias yi = Valor de la marca
X = Valor de la media de clase o punto medio
n = Ndmero de elementos de la clase

Ejemplos: tomaremos los mismos datos que utilizamos para calcular la
varianza con el primer método y, asi comprobaremos que llegamos a los
mismos resultados con este segundo método.

2.4.12 Para una serie simple

Calcular la varianza para los siguientes valores:

Puntuaciones (x;) X
10 100
12 144
13 169
10 100
15 225

Aplicando la formula:

2
Ex,- =(60)2r-3600 sustituyendo:
i1



DESCRIPCION Y MEDICIONES DE SERIES DE DATOS

2
x}=1>x| /n
@ = 21 [fﬂ )/ _738-(3600/5) ;35 720 _ 18

n-1 5-1

S48
Il
E=Y
u

2.4.13 Para una serie de frecuencias

4 4

Considerando los siguientes valores, calcular la varianza:

99

Puntuaciones  Frecuencias

(x) (£) (f)(x) X7 (f)(x2)
2 4 8 4 16
5 1 5 25 25
6 3 18 36 108
8 4 32 64 256

2:129 2=405

Aplicando la férmula:

2
[Zf,x,-) = (63)2 =3969 sustituyendo:

n n 2
fix2 =M fx | /n
@ = 21 (21 ]/ _405-(3969/12) 405 330,75 _ 74.25

n-1 12-1
s2 =6.75

11 11
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2.4.14 Para una serie de clases y frecuencias

Considerando los siguientes datos calcular la varianza:

Altura Marca de Frecuencias
pulgadas clase (y) (£) (£) (y)) \Ta () (v
60-62 61 5 305 3721 18 605
63-65 64 18 1152 4096 73 728
66-68 67 42 2 814 4489 188 538
69-71 70 27 1890 4900 132 300
72-74 73 8 584 5329 42 632
100 6 745 455 803

Aplicando la férmula:

(Ef,.y,.] =(6 745)2=45 495 025 sustituyendo
i=1

s =

n-1
| 455 803-(45 495 025/1 00]
e 100 -1
s~ 455 803-454 950.25
' 99
g2 = 852.75

99

s2= 8.6

Finalmente, cabe mencionar que el calculo de la varianza tiene algun
error cuando se trata del agrupamiento; de los datos en clases, denomi-
nado error de agrupamiento; para ajustado a la realidad se utiliza la
varianza corregida:



DESCRIPCION Y MEDICIONES DE SERIES DE DATOS 101

Donde c es el tamafio del intervalo de clase. La correccién se conoce
como correccion de Sheppar, se utiliza en distribuciones continuas
donde los extremos van gradualmente a cero en ambas direcciones.
Los estadisticos difieren en lo que se refiere a cuando y si debe apli-
carse la correccion Sheppard. Ciertamente no debe aplicarse sin haber-
se hecho un examen completo de la situacion, esto se debe a que podria
sobrecorregirse la muestra y asi sustituir unos errores por otros.

2.4.15 Desviacion estandar o desviacion tipica

Vale la pena recordar que se llama desviacién o desvio a la diferencia
entre un valor individual xj y la media x . La varianza es una medida de
dispersién en la que hallamos las desviaciones al cuadrado. Esto indica
que la unidad de varianza se expresa en unidades al cuadrado.

Para superar esta insuficiencia y disponer de una medida de la dis-
persion de las puntuaciones que se exprese en unidades, que no sean al
cuadrado, se calcula la raiz cuadrada de la varianza conocida como
desviacién estandar.

La desviacion estandar es una de las medidas de resumen que mas
se utiliza para distribuciones y desempefia un papel preponderante en la
estadistica. Es importante observar que las unidades en las que se expre-
sa la desviacion estandar son las mismas que las de la media. Por ejem-
plo, si la media se da a conocer en unidades monetarias, la desviacion
estandar también lo estara. Si la media estd en metros, lo mismo ocurri-
ra con la desviacion estandar.

Definicion: la desviacion estandar a, para la poblacién o s, para la
muestra, es la desviacion en promedio de las diferencias de los valores
con respecto a su media.
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La desviacién estandar es simplemente la raiz cuadrada de la
varianza. De este modo, si la varianza es 81. la desviacién estandar es
9; si la varianza es de 10, la desviacion estandar es m = 3.16.
Entonces se deduce que para obtener la desviacion estandar se debe cal-
cular la varianza primero y después hallar su raiz cuadrada.

Las férmulas son las mismas que se utilizaron para la varianza, sélo
gue ahora se agrega el simbolo de raiz cuadrada en cada una:

Tenemos que recordar que existian dos métodos para calcular la
varianza, el primero de ellos:

Series simples

Series de frecuencia

Series de clases
y frecuencias

Donde:

x; = Valores de x

X =Valor de la media

n = Numero de elementos

Donde:
f; = Frecuencias

Donde:

vi = Valor de la marca
de clase o punto medio
de la clase

Para el segundo método las férmulas son:

Series simples

Series de frecuencia

Series de clases
y frecuencias

Donde:

x; = Valores de x

X = Valor de la media

n = Nimero de elementos

n

Er}x?— -

3]/

s
n-1

Donde:
f; = Frecuencias

ifﬂ? ~(ifm]‘ /w

n-1

$

Donde:

yi = Valor de la marca
de clase o punto medio
de la clase
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Podemos realizar un ejemplo utilizando la segunda férmula para una
serie simple: calcule la desviacidn estandar, para esta muestra: 20, 5, 10,
15,25.

Respuesta: Y x; = 2045+10+15+25 =75

¥ x? =202+452+102+152+252 = 400+25+100+225+625 =1375

. \/1375—(75~ /5) _Je7 5 -7 01

5-1

Ejercicio (2.4.4): calcular la desviacion estandar de los tres ejemplos
anteriores para los cuales se calculd la varianza. Y lo mismo para los
ejercicios de 80 y 40 datos con su respectiva interpretacion.

Coeficiente de variacion (dispersion absoluta y relativa): El coeficiente
de variacién de una distribucién lo podemos definir como la expresién
porcentual que representa la desviacion estandar de una muestra con
respecto a su media.

En algunos casos las dispersiones, en términos absolutos, pueden
ser diferentes a la realidad y por ello se tienen que analizar en términos
de coeficientes de variacion.

El coeficiente de variacion esta definido por la siguiente férmula:

V= [é)(l 00)

X
Donde: s es la desviacion estandar y x es la media.
Veamos un ejemplo: un fabricante de focos produce dos tipos de focos,

Ay B. Los focos tienen una duracién media de Xx,=1495 horas y
Xz =1875 horas, respectivamente, y las desviaciones tipicas o estdndar
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son de s, - 280 horas y sg - 310 horas. ¢,Qué tipo de foco tiene la mayor
a) dispersion absoluta, b) dispersion relativa?

Respuesta:

a. Dispersion absoluta de A = s, - 280 horas; de B = sg = 310
horas, entonces B tiene la dispersion absoluta mayor.

b. Coeficiente de variacion:

Vs —(i‘]ﬁ 00) = (12;;05)(1 00)=18.7%

v, :(i—“](z 00) = (1—5%)(1 00)=16.5%

Entonces el tipo de foco A es el que tiene una mayor variacién o disper-
sion relativa.

Ejemplo: considere que un grupo de estudiantes realiza dos pruebas. La
primera resulta con una media de 60 puntos y una s = 6 puntos y un
méximo de 100 puntos. La segunda tiene una media de 700 puntos y
una s-7, con un maximo de 1000 puntos.

a. ¢Cual de las dos pruebas tiene una variacion o dispersion
mayor?

Respuesta:

Primera prueba: V= (i) (1 00) = (i)(i 00) =10%
60

(%)h 00) (ﬁ)(l 00)=1%

Segunda prueba: 1%
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Como se puede ver, la dispersion relativa de la segunda prueba es 1/10,
de la primera.

Nota: nos indica qué tanto varian los valores con respecto a su media o cudl es la dis-
persion, por lo tanto, quién tiene el coeficiente de variacion mayor, sus datos tienen
una dispersion relativa mayor.

2.5 MEDIDAS DE ASIMETRIA Y CURTOSIS A TRAVES DE
MOMENTOS CON RESPECTO A LA MEDIA

En secciones anteriores se han desarrollado métodos para describir la
tendencia central de un conjunto de valores: media, mediana y la moda,
y también para medir su grado de dispersién: varianza y desviacion
estandar. Otra caracteristica que puede medirse de un conjunto de valo-
res es el grado de asimetria® y de curtosis.

Conociendo esos resultados sera posible resumir eficazmente las
caracteristicas de un conjunto de datos con cuatro indicadores: una me-
dida de centralizacion (la media), una medida de dispersion (desviacion
estandar), una medida de asimetria y una medida de altura (curtosis).
Veamos entonces como se calculan las medidas de asimetria y curtosis.

2.5.1 Medidas de asimetria

Si la representacion gréafica de un conjunto de valores® es perfectamente
simétrica, coincidiran los valores de la media, la mediana y la moda.

¥ El término de asimetria lo utilizamos por primera vez cuando se hablé de una compara
cion entre la media, la moda y la mediana.

¥ Siesun conjunto de valores muy grande, representariamos graficamente las frecuencias
o las clases de los valores.
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Una grafica de este estilo quedaria de la siguiente forma:

PR
X = Mo=Md

Conforme la distribucion se aleja de la simetria los tres valores se aleja-
ran entre si, siendo la diferencia mayor la que se encuentra entre la
media y la moda (véase gréficas a y b).*

Grifica a Grificab
Asimetria a la derecha (positiva) Asimetria a la izquierda (negativa)

Area cle asimetria

Area de asimelria

Mo Md 1 o Md Mo

La asimetria es positiva o hacia la derecha, si la media es mayor a la

mediana (gréfica a), y es negativa o hacia la izquierda si la mediana es
mayor a la media (gréafica b).
La forma para calcular la asimetria que mas se utiliza es el coeficiente
de asimetria,® definido como: as, que también se define como el tercer
momento con respecto a la media y se encuentra definida por la siguiente
férmula para cada tipo de serie:

2 Esto quiere decir que cuando sabemos o estimamos que los valores de la media, la moda
y la mediana son diferentes podemos pensar inmediatamente que nos encontramos fren
te a una distribucion asimétrica y sélo hay que definir su magnitud.

8 Algunos autores mencionan el coeficiente de asimetria utilizando el enfoque desarrolla
do por Kart Pearson, quien definfa que la forma de calcularlo es aplicando la siguiente
formula:

3(n1t‘di.‘lrmﬂdinn;1)

Coeliciente de asimetria CA=——————————
Desviacion estandar
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Series de clases
Series simples Series de frecuencia y frecuencias
(V)3 (s -5 ()31 (s -5 (V)35 1 %)
a; = .—’.ﬂ—. o = _._...i.__._.___ oy = P | E—
S.‘] Si 53
Donde:

S? = cubo de la desviacién estandar
X = media aritmética
y; = Valor de la marca de clase o punto medio de la clase

Esta medida de la asimetria es un nimero relativo y, por lo tanto, puede
utilizarse con fines de comparacion.

Para calcular a3, se obtiene primero la suma del cubo de las dife-
rencias con respecto a la media, luego se divide el resultado entre el
namero de observaciones y el resultado que se obtiene se divide entre
el cubo de la desviacion estandar.

Los posibles resultados se interpretan de la siguiente forma: para
una distribucion simétrica, as, es igual a cero. Los valores positivos de
as, indican que la asimetria de la distribucion es positiva, en otras pala-
bras, la distribucién tiene un largo extremo (o cola), hacia la derecha.
Los valores negativos de as, indican que la distribucion tiene una larga
cola hacia la izquierda. Entre mayor sea el valor de as, mayor sera la asi-
metria de la muestra. Podemos resumir los posibles resultados en el
siguiente diagrama:

a3 =0, entonces la distribucion es simétrica
Coeficiente de asimetrfa = a;={05>0, entonces la distribucion es asimétrica positiva

a3 <0, entonces la distribucion es asimétrica negativa

Ahora veamos un ejemplo para ver como se obtiene el coeficiente de
asimetria a partir de los siguientes datos de las edades de treinta perso-
nas elegidas al azar.
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30 32 21 37 26 43 18 37 23 35
27 44 39 39 40 40 28 39 42 40
39 42 37 40 35 37 39 25 39 22

a) Resumir la informacion en un cuadro de frecuencias.
b) Calcular la media y la desviacion estandar.
c) Obtener la asimetria de distribucion.

Solucion:

a) Resumir la informacién en un cuadro de frecuencias:

Conteo por marcas Personas
Edades tarjado (frecuencias)

18 |
21 I
22 |
23 i
25 |
26 |
27 I
28 |
30 |
32 I
35 I

37 i
39 THL |
40 1
42 I

43 |

44 |

g|_u_n[\).p.c‘\_p[\_)_t_|—n—a_4._u_\_n_\_n
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b) Calcular la media y la desviacién estandar:
Rara calcular la media y la desviacion estandar es conveniente pre-
sentar la informacion en una tabla que nos permita realizar los
calculos con facilidad:

Datos (x) Frec. (f) (f)(x) (x=-X) (x=-X)P f{xi-X)? fix-X)

18 1 18 ~16.5 272.25 27225  —-4492.13
21 1 21 -13.5 182.25 182.25  -2460.38
22 1 22 “125 156.25 156.25  —-1953.13
23 1 23 -11.5 132.25 13225  -1520.88
25 1 25 9.5 90.25 90.25 -857.38
26 1 26 -85 72.25 72.25 ~614.13
27 1 27 -7.5 56.25 56.25 ~421.88
28 1 28 -6.5 42.25 42.25 -274.63
30 1 30 -4.5 20.25 20.25 ~91.13
32 1 32 25 6.25 6.25 -15.63
35 2 70 0.5 0.25 0.5 0.25
37 4 148 25 6.25 25 62.50
39 6 234 45 20.25 121.5 546.75
40 4 160 5.5 30.25 121 665.50
42 2 84 7.5 56.25 112.5 843.75
43 1 43 8.5 72.25 72.25 614.13
44 1 44 95 90.25 90.25 857.38

30 1035 15735  -9111.00

Una vez construida la tabla procedemos a calcular la media y la desvia-
cion estandar.

=
I
I
—
Io
w
&
Il
w
A
Ul

=|
1l

w
>
v
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n

f,(x —x)
i=| — 15735 :5426
n-1 29

2
52 =

La desviacion estandar es la raiz de la varianza, asi que:

= N54.26 =7.37

c) La asimetria de la distribucion: Utilizamos la férmula para el calculo
del coeficiente de asimetria en una muestra ordenada por frecuencias:

(v ”)2’?(’9 -%) (30)(-911 1.-0]

0,-3: i=1 - — ‘“303.70 - _076
53 (7.:37)3 399.67

o= -0.76

Podemos concluir que el valor de alfa tres es menor que cero y por lo
tanto el coeficiente de asimetria nos indica que los datos presentan un
sesgo negativo, es decir, presentan una larga cola hacia la izquierda.
Esto lo podemos comprobar si graficamos los valores de las edades con
respecto a sus frecuencias:

Hlstograma de freeuenclas de las edades

o = N W & U0 om

18 22 25 27 30 35 39 42 4
Edades
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Como podemos observar en la gréfica, los datos de esta muestra si pre-
sentan un sesgo negativo (es decir hacia la izquierda).

Ejercicios (2.5.1):

1. A partir de los siguientes datos de las calificaciones obtenidas en un
examen de estadistica:

5 7 8 5 8 5 7 7 8 7 8 7 8 8 8
6 7 6 7 7 6 7 6 8 6 10 6 8 6 8
6 8 8 9 7 10 8 7 8 7 6 7 10 8

5 8 5 7 7 5 7 8 10 7 7 7 8 8

6 9 6 6 6 9 7 6 7 8 6 7 6 9

7 9 9 7 7 6 8 7 9 8 9 8 9 9

10 6 10 8 7 9 7 7 8 9 10 6 6 7

Se pide:

a) Resumir la informacién en un cuadro de frecuencias
b) Calcular la media, la desviacion estandar y
c) Obtener la asimetria de la distribucion.

2. Utilizando la siguiente informacion:

Edad Frecuencia
1 2
2 5
3 11
4 5
5 2

25
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a) Calcular la media, la desviacion estandar y
b) La asimetria de la distribucion.

3. Con base en la siguiente tabla de las alturas de 100 estudiantes de la
Escuela Superior de Economia:

Altura Numero de
(pulgadas) estudiantes
60 - 62 5
63 — 65 18
66 — 68 42
69 - 71 27
72 - 74 8
Suma =100

Se pide:
a) Calcular la media, la desviacién estandar y
b) Calcular la asimetria de la distribucion.

4. Calcular la asimetria de los ejercicios de 80 y 40 datos.

2.5.2 Medidas de curtosis (una medida de las puntas)

Dos distribuciones pueden tener la misma media, la misma desviacion
estandar y ser perfectamente simétricas, pero siguen siendo diferentes si
una es "puntiaguda” y la otra "achatada". Las distribuciones puntiagudas
y con extremos relativamente anchos reciben el nombre de leptocurti-
cas, en tanto que las que tienden a ser chatas y con colas relativamente
estrechadas se llaman platocurticas. Estas distribuciones, graficamente,
tienen la siguiente forma:
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Leptocirtica

Platocirtica

La manera formal para determinar la altura de una distribucion es
calculando el coeficiente de curtosis definido como a4 (alfa cuatro), que
también se precisa como el cuarto momento con respecto a la media,
definido por la siguiente férmula para cada tipo de serie:

Series de clases
Series simples Series de frecuencia y frecuencias
{1/ H)E(x* - E)A ['I/ :1)21‘,- (xr. - E]d (1/n) E!” (‘r’.- - Y)d
o, = —=L oy = —=24 a, = —i=l
g4 54 g4
Donde: S* = Elevar a la cuarta potencia la desviacion estandar X -

Media aritmética Y, = Valor de la marca de clase o punto
medio de la clase

Esta medida de la altura no depende de la ubicacion o varianza de la
distribucion y, por tanto, puede utilizarse con propdsitos comparativos.
La altura de la distribucién "normal” es empleada cominmente como
el estandar de la altura que debe tener una distribucion. Para una
distribucion normal, el valor del coeficiente de a, = 3. Si en otras prue-
bas el valor del coeficiente de curtosis es mayor que 3, la distribucion es
leptocurtica (en punta), mientras que si es menor que 3, es platocurtica
(achatada).
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o, =3, la distribucidn es de tipo normal
Coeficiente de curtosis: . {a >3, la distribucion es leptocdirtica
4|4

o <3, la distribucion es platocirtica
4

Veamos cémo se aplica el coeficiente de curtosis utilizando el ejemplo
anterior de las edades de 30 personas tomadas al azar.

a. Calcular el coeficiente de curtosis para la distribucion.

Respuesta: si las edades de las treinta personas son las siguientes:
30 32 21 37 26 43 18 37 23 35
27 44 39 39 40 40 28 39 42 40

39 42 37 40 35 37 39 25 39 22

Y si el valor de la media y la desviacion estandar son:

= Zﬁ (xr. ~§)3

= 13735 _ 5426

4 n-1
}‘;xi
- " : . La desviacion estandar
X = =l =1055:34_5 ‘ | ,
n 30 es la raiz de la varianza, asi que:

s =+v54.26 =7.37

Entonces, aplicando la férmula correspondiente para calcular el valor
del coeficiente de curtosis, el valor que no hemos calculado es la suma
de las diferencias elevadas a la cuarta potencia, pero eso resulta muy
facil si consideramos que ya tenemos calculadas las diferencias al cua-
drado, basta con elevar al cuadrado estas diferencias.
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Datos (x)  Frec. (f)  (f) (x) xi- X (x;- X filx;- Xy*
18 1 18 -16.5 74 120.06 74 120.06
21 1 21 -13.5 33 215.06 33 215.06
22 1 22 -12.5 24 414.06 24 414.06
23 1 23 -115 17 490.06 17 490.06
25 1 25 95 8 145.06 8 145.06
26 1 26 -8.5 5220.06 5220.06
27 1 27 -7.5 3 164.06 3 164.06
28 1 28 -6.5 1785.06 1785.06
30 1 30 45 410.06 410.06
32 1 32 -25 39.06 39.06
35 2 70 0.5 0.06 0.13
37 4 148 2.5 39.06 156.25
39 6 234 45 410.06 2 460.38
40 4 160 55 915.06 3 660.25
42 2 84 75 3 164.06 6328.13
43 1 43 85 5220.06 5 220.06
44 1 44 9.5 8 145.06 8 145.06

30 1035 185 896.06 193 972.88

Para calcular el coeficiente de curtosis de la distribucion utilizaremos la
férmula para una muestra ordenada en frecuencias:

u 4
. (T/”)gﬂ("f -%) (/30)(193972.88) 6465.76
0 = " - 7.37) 2950.33

2.19

a, =2.19

Podemos concluir que como el valor del coeficiente de curtosis es
menor que tres, entonces la distribucion se puede considerar del tipo
platocurtica o achatada.

Finalmente, presentaremos un cuadro que resume los cuatro mo-
mentos con respecto a la media y lo que determina cada uno de ellos:
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Momentos con

respecto Series Series Series de clases
a la media simples de frecuencia vy frecuencias Aplicacion:
Primer 7 1 i ,, . Encontrar la media
St-7 Sib-g $ib v |
momento my - _p = P~ o Por otros métodos
n n n abreviados.
Segundo ,, ) n s . . Encontrar la varian-
momento El(x -%) E.ﬁ (x -%) Elff'(\" -%) za y la desviacion
= =5 L =5 =L = s? .
n n n estandar, puesto
que: v = ¢
Tercer N s . ; B X Sirve como medida
momento nmy (»\’, - %) fr"‘f -%) iy - f] absoluta de asime-
i=1 _ inl _ I _ ) .
n = n g n ™ tria y se aplica:
a,=m,/s?
Cuarto " B Sirve para calcular
BT 4 4
momento my ("f = ") Ef. (". - ﬁ’] f (T; - ") la altura de una dis-
i=1 i=1 i=1
—_— =my = My = m, . s P
0 n n tribucién y se aplica:

o, =m4/5"

Ejercicios (2.5.2):

1. Calcular el coeficiente de curtosis para los ejercicios de 80 y 40 datos y
de los ejercicios de la seccion anterior a los que se calculd la asimetria.

2. Monica Adriana trabaja para la compafia Mantenimiento del hogar,
S.A. de C. V, su trabajo consiste en ofrecer el servicio de cuidado de
jardin por via telefénica. A continuacion se indica el nimero de citas
gue hizo en cada una de las Ultimas 25 horas de llamadas:
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Construya un cuadro donde se muestre la distribucion de fre
cuencias de las llamadas por hora.

Calcule la media.

Calcule la varianza y la desviacion estandar.

Calcule e interprete el coeficiente de asimetria.

Calcule e interprete el coeficiente de curtosis.

3. Una muestra de familias que tienen contrato con la compafiia tele-
fonica Avantel, registré los siguientes nimeros de llamadas recibidas
la semana pasada:

® oo o

52 43 30 38 30 42 12 46
34 46 32 18 41 5 39 37

Construya un cuadro donde se muestre la distribucion de fre
cuencias de las llamadas recibidas.

Calcule la media.

Calcule la varianza y la desviacion estandar.

Calcule e interprete el coeficiente de asimetria.

Calcule e interprete el coeficiente de curtosis.

2.6 TEOREMA DE TCHEBYSHEV

En las secciones anteriores hemos estudiado medidas de tendencia cen-
tral (media, moda y mediana), y medidas de dispersion (varianza y
desviacién estandar). También estudiamos el grado de asimetria (sesgo)
de una distribucion y su curtosis (altura). Es decir, ya podemos describir,
en términos generales, el comportamiento de un conjunto de valores
que estemos estudiando.

Retomando el concepto de desviacion estandar, diremos que una de
las aplicaciones que tiene es que podemos utilizarlo para conocer apro-
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ximadamente cuéntas de las puntuaciones se agrupan en ciertos interva-
los de la serie formados por la suma y la resta de una, dos o tres veces
el valor de la desviacion estandar con respecto al valor medio. Para esto
es que estudiaremos el Teorema de Tchebyshev.

Hace mas de un siglo, el matemético ruso P. L. Tchebyshev (1821-
1894), examind por separado la propiedad de la variabilidad de los
datos en torno a la media; encontré que, sin importar como se distribu-
ye un conjunto de datos, el porcentaje de observaciones que estan con-
tenidas dentro de distancias de tk desviaciones estandar alrededor de la
media, se encuentra definido por la siguiente férmula:

(1-i)x100
k.?

Para entender mejor el resultado del teorema veamos algunos valores
que se obtienen aplicando la formula: Para k = 2, el teorema nos dice
que:

(1-in100 - (1-l)x100 = (1-0.25)x100 = 75%
2 4

Cuando menos 75% de las observaciones caen en =2 desviaciones
estandar con respecto a la media y también se puede expresar utilizan-
do un intervalo definido como (x-2s) a (x+2s). Cuando menos 88.89%
de las observaciones estaran entre la media +3 desviaciones estandar, y
entre la media -3 desviaciones estandar y al menos 93.75% de los valo-
res se encontraran entre la media y +4 desviaciones estandar.

Aungue el Teorema de Tchebyshev es de naturaleza general y se
puede aplicar a cualquier clase de distribucién de valores, si los datos
fueran simétricos y acampanados, es decir, de tipo normal, exacta-

¥ Aunque k-2 y k=3, se utilizan comGnmente al aplicar el teorema, el niimero k no tiene
que ser forzosamente un entero podria ser 2.5 desviaciones estandar, y cuando k = 2.5,
84% de las observaciones se encontrarian dentro de ese intervalo.

® Algunos autores llaman a estos resultados "regla empirica" o "regla normal".
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mente 68.26% de todas las observaciones estarian contenidas dentro de
distancias de +1 desviacion estandar alrededor de la media, mientras
gue 95.44, 99.73 y 99.99% de las observaciones estarian incluidas, res-
pectivamente, dentro de distancias de +2, £3, +4 desviaciones estandar
alrededor de la media; graficamente se ve de la siguiente forma:

PR T e - 1s 25 3s
e—68%—
—95.44% —

e 99.7% >

Los resultados del porcentaje de puntuaciones que se concentran en
torno a la media, para cualquier tipo de distribucion y para distribucio-
nes de tipo normal los podemos resumir en la siguiente tabla:

Porcentaje de observaciones contenidas entre la media y £k desviaciones

K unidades de Cualquier distribucién
desviacién estandar Tchebyshey Distribucién normal
1 0 Exactamente 68.26%
2 Cuando menos 75% Exactamente 95.44%
3 Cuando menos 88.89%  Exactamente 99.73%
4 Cuando menos 93.75%  Exactamente 99.99%

Ejemplo: Retomando el ejemplo de las edades de treinta personas toma-
das al azar en el cual se obtuvo la siguiente distribucion de frecuencias:
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Personas
Edades (frecuencias)

18 1
21 1
22 1
23 1
25 1
26 1
27 1
28 1
30 1
32 1
35 2
37 4
39 6
40 4
42 2
43 1
44 1
a=

30

a. Compruebe que dentro del intervalo de +2 desviaciones estandar se
encuentra cuando menos 75% de las observaciones de la muestra.

Respuesta:
Para aplicar la férmula del Teorema de Tchebyshev necesitamos prime-

ro calcular la media y la desviacion estandar de los valores. Pero como
ya previamente los habiamos calculado, sélo los retomaremos:

X =34.5 ;5 =+54.26=7.37

Ahora, aplicando la formula para k- 2 desviaciones estandar, el teore-
ma afirma que:
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(1-i)x100 = (1—l)x 100 = (1-0.25)x100=75%
4
Lo que indica que cuando menos 75% de las observaciones caen en el
intervalo de (x-29) a (X+25).

Comprobemos que esto se cumple para nuestras observaciones. El
intervalo es el siguiente:

Realizando las operaciones tenemos:
(F-2s) a (x+25)=(34.5-2(7.37)) a (34.5+2(7.37))
(34.5-14.74) a (34.5+14.74)=19.76 a 49.24

Interpretacion: Presentando los valores obtenidos en términos redondea-
dos podemos decir que el intervalo formado por 2 desviaciones estan-
dar con respecto a la media contiene edades de 20 a 49 afios. Ahora
bien, cuantas puntuaciones de nuestra serie se encuentran dentro de ese
intervalo. Si observamos nuestra tabla de distribucion de frecuencias
podemos ver que las edades varian de los 1 § a los 44 afios, en este caso
de los 20 a los 49 afios se encuentran 29 de las 30 observaciones, es
decir, (29/30) x 100 - 96.66%, de las observaciones que se encuentran
contenidas en el intervalo obtenido aplicando la férmula deTchebyshev.
Finalmente podemos concluir que, efectivamente, se encuentra cuando
menos 75% de las observaciones contenidas dentro del intervalo.

Ejercicios (2.6.1):

Utilizando los ejercicios de las secciones anteriores (asimetria y curto-
sis), que se mencionan a continuacion, determine si realmente se cum-
plen las afirmaciones hechas en el Teorema de Tchebyshev, por lo
menos para +2 y +3 desviaciones estandar en cada uno de ellos.
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1. A partir de los siguientes datos de las calificaciones que se obtuvie-
ron en un examen de estadistica:

5 7 8 5 8 5 7 7 7 8 7 8 8 8
6 7 6 7 7 6 7 6 8 6 10 6 8 b6 8
6 8 8 9 7 10 8 7 8 7 6 7 10 8
5 8 5 7 7 5 7 8 10 7 7 7 8 8
6 9 6 6 6 9 7 6 7 8 6 7 6 9
7 9 9 7 7 6 8 7 9 8 9 8 9 9
1 6 10 8 7 9 7 8 9 10 6 6 7
Se pide:

a) Resumir la informacién en un cuadro de frecuencias.

b) Calcular la media y la desviaciéon estandar.

c) Determinar si realmente se cumplen las afirmaciones hechas
en el Teorema de Tchebyshev, por lo menos para +2 y +3 des
viaciones estandar.

2. Utilizando la siguiente informacion:

Edad Frecuencia
1 2
2 5
3 11
4 5
5 2
25

a) Calcular la media y la desviacién estandar.
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b) Determinar si realmente se cumplen las afirmaciones hechas
en el Teorema de Tchebyshev, por lo menos para +2 y +3 des-

viaciones estandar.

3. Con base en la siguiente tabla de las alturas de 100 estudiantes de la

Escuela Superior de Economia:

Nuamero de
estudiantes

Altura
(pulgadas)
60 - 62
63 - 65
66 — 68
69 - 71
72-74

5
18
42
27

8

100

a) Calcular la media y la desviacién estandar.
b) Determinar si realmente se cumplen las afirmaciones hechas
en el Teorema de Tchebyshev, por lo menos para 2 y £3 des

viaciones estandar.

4. Una muestra de cantidades mensuales de dinero destinadas a ali-
mentos por una persona de la tercera edad que vive sola, tiene apro-
ximadamente una distribucion de frecuencias simétrica de campana.
La media muestral es de $150.00 pesos; la desviacion estandar es de
$20.00 pesos. Utilizando el enfoque para una distribucion de tipo

normal se pide:

a. Aproximadamente, ¢entre qué cantidades (intervalo) se encuentra
68% de los gastos mensuales en alimentos?

b. Aproximadamente, ¢entre qué cantidades (intervalo) se encuen
tra 95% de los gastos mensuales en alimentos?
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c. Aproximadamente, ¢ entre qué cantidades (intervalo) se encuen-
tran todos los gastos mensuales en alimentos?

5. Enlo que respecta al Teorema de Tchebyshev, ¢al menos qué porcen
taje de cualquier conjunto de observaciones se encontrara a 1.8 des
viaciones estandar de la media?

6. Elingreso promedio para un grupo de observaciones muéstrales es
de $500.00 pesos, la desviacion estandar es de $40.00 pesos. De
acuerdo con el Teorema de Tchebyshev, ¢al menos qué porcentaje de
los ingresos se encontrara entre $400.00 y $600.00 pesos?

7. Ladistribucidon de los pesos de una muestra de 1400 contenedores
para carga tiene aproximadamente una distribucion normal.
Utilizando el enfoque para una distribucion de tipo normal, ¢qué
porcentaje de pesos se encontraran entre (x-2s) y (x+2s)?



3. TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Las cifras no mienten, pero los
mentirosos también usan cifras.

ANONIMO

Objetivos:
Al finalizar el capitulo el alumno sera capaz de:

» Definir los conceptos basicos de probabilidad como son:
observacioén, experimentacién, espacio muestral y eventos.

» Explicar los distintos enfoques del concepto de probabilidad.

« Aplicar el principio fundamental del conteo.

e Aplicar los axiomas y reglas de probabilidad.

» Aplicar la probabilidad para eventos dependientes e indepen
dientes.

» Aplicar el concepto de probabilidad condicionada en la solu
cion de problemas.

» Aplicar el Teorema de Bayes.
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INTRODUCCION

En los capitulos anteriores se han examinado algunos métodos para la
recoleccién, reduccién, presentacion y descripcién de un conjunto de
datos. En este capitulo se comienza el estudio de diversas reglas basicas
gue se pueden utilizar para evaluar la probabilidad de que ocurran dife-
rentes fendbmenos. La finalidad de la teoria de la probabilidad es hacer
inferencias o deducciones relacionadas con una poblacién tomando
como base diversos muéstreos estadisticos.

La utilizacién de la probabilidad se remonta al siglo xvi, las prime-
ras aplicaciones se relacionaban basicamente con los juegos de azar. En
la actualidad son muchas las aplicaciones de la probabilidad; por ejem-
plo: se usa en los juegos de azar como loterias, casinos, carreras de
caballos y deportes; sin embargo, el uso de la probabilidad va mas alla
de los juegos de azar. En la actualidad, los gobiernos, las empresas vy las
organizaciones profesionales utilizan la teoria de la probabilidad en su
cotidiano proceso de toma de decisiones.

En cualquier aplicacion particular, el empleo de las probabilidades
indica que existe algun elemento aleatorio o de incertidumbre relacio-
nado con la ocurrencia o no ocurrencia de algin evento futuro. Asi, en
muchos casos, puede ser imposible predecir qué pasara, pero es posible
deducir lo que podria pasar con algun grado de certidumbre. Por ejem-
plo, si se tira una moneda (legal) al aire, no se puede decir con seguri-
dad si caerd aguila o sol. Sin embargo, combinando el raciocinio, la
experiencia y los datos histdricos, con frecuencia es factible decir cuan
probable es que suceda algun evento futuro.

Existen muchos ejemplos en los negocios y en las actividades del
gobierno en los que interviene algin elemento aleatorio. Por ejemplo, pre-
decir cuanta demanda tendrd un producto nuevo en el mercado, estimar el
costo de produccién, pronosticar las fallas en las cosechas, comprar segu-
ros, contratar a un nuevo empleado, presupuestar, predecir la reaccion de
los gobiernos extranjeros ante un cambio en la politica de defensa, calcular
gué impacto tendra en la inflacion una rebaja en los impuestos, etcétera.
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Las probabilidades pueden servir para desarrollar estrategias. Por
ejemplo, algunos automovilistas parecen mostrar una mayor tendencia
a aumentar la velocidad si creen que existe un riesgo pequefio (proba-
bilidad pequefia) de ser multados; los inversionistas estaran mas dis-
puestos a invertir su dinero si las probabilidades de ganar son buenas; y
usted se llevara el impermeable si las probabilidades de lluvia son altas.
En forma semejante una Compafiia puede estar mas dispuesta a negociar
con un sindicato si existe una severa amenaza de huelga, a invertir en
la compra de equipo nuevo de creer que existe una buena probabilidad
de recuperar ese dinero, etcétera.

El punto central en todos los casos es la capacidad de cuantificar
cuan probable es determinado el evento.

En este capitulo como ya se menciono, estudiaremos las definicio-
nes y reglas que se pueden utilizar para estimar probabilidades.

3.1 CONCEPTOS BASICOS DE PROBABILIDAD

3.1.1 Observacién y experimentacién

Los datos que se utilizan en estadistica son obtenidos al observar suce-
s0s no controlables en la naturaleza, o bien, bajo condiciones controla-
das en un laboratorio. Para describir cualquiera de los dos procedimien-
tos de recoleccién de informacién o datos, utilizamos el concepto de
experimento. Un experimento es el proceso por medio del cual una
observacion y observaciones son registradas.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de experimentos en
donde se obtienen observaciones que se realizan cotidianamente:

a. Registrar el ingreso mensual de un trabajador durante dos afos.
b. Entrevistar a un consumidor para determinar la marca preferi
da de un producto.
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c. Registrar el valor de una accion de bolsa en un momento deter
minado por dia, mes, afio, etcétera.

d. Inspeccionar una linea de ensamblaje para determinar si el
namero de articulos defectuosos excede a los especificados.

En resumen: experimento es cualquier suceso que se desea investigar y
gue al analizarlo se obtienen resultados, los cuales llamamos "observa-
ciones" de ese experimento.

3.1.2 Espacio de resultados o espacio muestra!

Antes de entrar en materia tenemos que definir el concepto de conjun-
to como un grupo de objetos o elementos (observaciones), que tienen
ciertas caracteristicas comunes. Por ejemplo: los habitantes de la ciudad
de Monterrey, las estaciones de la linea uno del metro, las escuelas del
IPN, los estudiantes de la clase de estadistica descriptiva, etcétera.

Es importante definir cuidadosamente qué elementos constituyen al
conjunto de interés para estar en condiciones de decidir si un objeto
dado pertenece o no al conjunto.

Considerando este punto podemos ampliar la definicion de conjun-
to que mencionamos anteriormente:

Conjunto: es un grupo de objetos o elementos con caracteristicas comu-
nes y bien definidas.

Existen dos formas para describir los elementos de un conjunto: por
enumeracion y por extension. Enumerar todos (o los suficientes de ellos
de manera que quede de manifiesto que forman parte del conjunto).
Dicha enumeracion se encierra entre llaves. Un segundo método para
indicar los elementos de un conjunto es por extension y se refiere a esta-
blecer una regla, o bien, definir las caracteristicas comunes de los ele-
mentos de un conjunto.

Veamos algunos ejemplos de los dos casos:
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Enumeracion: conjunto A - {Pérez, Alvarez, Sanchez}

Extension: conjunto B =[x \x es un ndmero entero positivo
menor que 9}

conjunto  C = {Alumnos que aprobaron el examen de
estadistica}

Concepto de espacio de resultados o espacio muestral: es el conjunto de
todos los resultados u observaciones posibles de un experimento o
muestra.

El conjunto de todos los puntos muéstrales de un experimento es lla-
mado espacio de resultados y es representado por la letra 5 (donde S es
la totalidad de puntos muéstrales).

Ejemplo: El lanzamiento de una dado legal, de seis caras es un expe-
rimento y obtener el nUmero 3 es un resultado (0 suceso); el espacio de
resultados en este experimento seria todo el conjunto de resultados que
se pueden obtener.

5={1,2, 3, 4,5, 6}
Una vez comprendidos los conceptos de experimento, resultado y espa-
cio de resultados, podemos definir el concepto de:
3.1.3 Evento ()
Se llama evento a todo resultado o suceso producto de un experimento.
Ejemplo: en el caso del lanzamiento del dado a cada resultado se le
llama evento, y el conjunto de ellos son los eventos posibles de ese

experimento.
Los eventos pueden ser de dos tipos: simples o compuestos.
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Un evento compuesto es aquel que contiene dos 0 mas eventos sim-
ples, y un evento simple es aquel que se refiere Unicamente a él mismo
0 No contiene otros elementos.

Ejemplo: retomando el experimento del lanzamiento del dado, algunos
de los eventos o resultados posibles serian:

Evento A: se obtiene un nimero impar
Evento B: se obtiene un ndmero menor que 4
Evento E;: se obtiene el ndmero 1

Fvento E,: se obtiene el nimero 2

Evento E;: se obtiene el nimero 3

Evento E,: se obtiene el liimero 4

Evento E;: se obtiene el nimero 5

Evento E;: se obtiene el nimero 6

Se pueden obtener mas eventos posibles para este experimento pero con
éstos es suficiente. Nétese la diferencia entre los eventos Ay B y los
eventos EMy f,.

El evento A ocurrira si los eventos E-j, f; 0 Es suceden indistintamente,
esto es, si se observa 1, 3 0 5. En otras palabras A esta compuesto por
una coleccion de eventos simples, a saber £;. f3 y Es. De manera analoga
B ocurrird si E, E; o f; ocurre y puede verse como una coleccion de
eventos simples. En contraposicion a lo anterior, nétese que es imposible
descomponer a cualquiera de los eventos £j,..., Es. Estos eventos son
llamados eventos simples y, A y B son eventos compuestos.

Otro aspecto importante en relacién con los eventos es la conside-
racion de como se relacionan entre si. Los términos "complemento",
"mutuamente excluyente” e "independientes”, se utilizan para describir
algunas de dichas relaciones.

Las relaciones mutuamente excluyentes e independientes las vere-
mos mas adelante; aqui sélo veremos el caso del complemento de un
evento, el cual podemos definir como: todos los resultados del espacio
muestral que no forman parte de él. Por ejemplo, en el caso del evento
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A, que se refiere a los nUmeros impares obtenidos al lanzar el dado, el
complemento de este evento serian los nimeros pares que son parte del
espacio muestral pero que no son considerados para ese evento. Cuan-
do hablemos de complemento lo denotaremos agregando una barra
superior a la letra del evento correspondiente, como se muestra a conti-
nuacion:

A={1,3,5)

A=12, 4,6}

3.2 DEFINICION DE PROBABILIDAD: DIFERENTES ENFOQUES

En realidad no existe una definicién universalmente aceptada para el con-
cepto de probabilidad, asi que presentaremos algunas para que el lector
pueda tomar la que considere mejor:

a. Es un mecanismo que permite el uso de informacion parcial, la con
tenida en la muestra, para inferir sobre la naturaleza de un conjunto
mayor de datos, la poblacién.

b. La probabilidad se utiliza para expresar cuan probable es determina
do evento.

c. Medida de qué tan posible es que ocurra un suceso dado.

d. La palabra probabilidad se utiliza para cuantificar nuestra creencia
de que ocurra un acontecimiento determinado.*®

e. Siempre que se toma una decisién hay una considerable incertidum-
bre, y por ello es importante evaluar cientificamente todos los ries
gos conocidos. Para esto se utiliza la teoria de la probabilidad a la
gque a menudo se le ha llamado teoria de la incertidumbre. La teoria

% Napoledn Labastida Lépez, Estadistica /, Instituto Politécnico Nacional, México, 1991,
pp. 179.
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de la probabilidad permite, con poca informacién, analizar los ries-
gos y minimizar los peligros de una mala decision.*”

3.2.1 Tres fuentes de probabilidad (diferentes enfoques)

Antes de profundizar en la forma como se utilizan las probabilidades es
conveniente saber de dénde provienen. Hay tres formas de calcular o
estimar probabilidades. El enfoque clasico, el enfoque empirico y el
enfoque subjetivo. Los dos primeros se consideran objetivos en tanto
gue el tltimo, como su nombre lo indica, es subjetivo.

[ Enfoques para calcular prob abilidades]

! '

Objetivos Subjetivos

Opinién personal

Clasico Empirico
(ejemplos igualmente (datos historicos)
probables)

Seleccionar el enfoque que se utilizara para calcular la probabilidad de
algan evento depende de la naturaleza de la situacion. Cabe
mencionar que la letra P se utiliza para designar la probabilidad de un
evento, por ejemplo: se escribe P(A) y se debe leer como "la pro-
babilidad de ocurrencia de un evento A en un experimento".

Pasemos ahora al estudio de estos enfoques y también a la forma en
gue cada uno de ellos calcula la probabilidad.

¥ Douglas Lind A. y Robert Masén C, Estadistica para administracién y economia,
McCraw-Hiil, México, 2001, pp. 121.
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Enfoque clasico: Este enfoque es el que se utiliza en situaciones donde
los eventos tienen resultados igualmente probables, por ejemplo, los jue-
gos de azar, entre los que se encuentran el tiro de monedas, de dados y
cartas.

En eventos de este tipo la probabilidad de cada resultado se calcu-
la aplicando la siguiente férmula:

1

P(cada resultado) = — -
nimero de resultados posibles

Ejemplos:
1. De un mazo de 52 cartas, la probabilidad de sacar cualquier carta es:

P(cada carta) = 1
52

2. Elespacio muestral de tirar una moneda legal, presenta dos resulta-
dos: aguila o sol; la probabilidad de que caiga aguila o sol es:

P(aguila)=1 ;  poh =1
(aguila) 5 (sol) 5

3. La probabilidad de obtener una determinada cara al tirar un dado de
seis caras es:
P(una cara cualquiera) = 1

4. La probabilidad de sacar una canica cualquiera de una urna que
contiene 20 canicas es:

P(una canica) = 1
20
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El enfoque clasico también se puede aplicar a eventos que compren-
den dos o0 mas resultados. Para estos casos la formula tendria que ser
modificada de la siguiente forma:

P(A) _ Niam. de resultados favorables
nimero total de resultados

Ejemplos:

5. ¢Cudl es la probabilidad de sacar una de las cuatro reinas de un mazo
de 52 cartas? Aplicando la formula que acabamos de mencionar:

P (reina) = 4 reinas _ 4

52 cartas 52

6. La empresa Seguros Monterrey, estudié las causas de muertes acci-
dentales en los hogares y compilé un archivo que incluia 350, de las
cuales 160 muertes fueron por caidas, 120 por envenenamiento y 70
causadas por quemaduras.

Si se escoge aleatoriamente una de estas muertes, calcule la pro-
babilidad de que se haya debido a envenenamiento.

Respuesta: el total de muertes se obtiene sumando 160 + 120 +
70 = 350. Con eleccion aleatoria, las 350 muertes son igualmente
probables y si aplicamos la formula:

nim. de muertes por veneno

=120 _ 343
nam. total de fallecimientos 350

Plenvenenamiento)=

Interpretacion: existe una probabilidad de 0.343 o de 34.3% de
seleccionar una persona cuya causa de fallecimiento haya sido por
envenenamiento.
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7. Determine la probabilidad de que un matrimonio con tres hijos
tenga exactamente dos nifios. Suponga que tedricamente es igual-
mente probable que nazca un nifio 0 una nifia, y que el género de
cualquiera no influye en el género de otro hijo.

Respuesta: primero hay que construir el espacio muestral que iden-
tifica todos los resultados posibles utilizando un diagrama de arbol,
los resultados finales son los siguientes. Todos tienen la misma posi-
bilidad de nacer.

Nacimientos

Primero Segundo Tercero

Nifo Nino Nino

(*) Nifo Nifo Nina
(*) Nifo Nifa Nifio
Nifio Nifa Nina

(*) Nifa Niho Nifo
Nifia Nifo Nina

Nina Nina Nifo

Nina Nina Nina

(*) Exactamente dos nifios

De los ocho posibles resultados tres corresponden a exactamente
dos nifios, asi que la probabilidad en ese caso es:

P(2 ninos en tres intentos) = 3 _ 0.375x100 = 37.5%

8

Interpretacion: hay una probabilidad de 0.375 o0 37.5% de que en un
matrimonio con tres hijos exactamente dos de ellos sean nifios.
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Enfoque empirico (datos histéricos o frecuencia relativa): El enfoque cla-
sico de la asignacion de probabilidades esta limitado a situaciones en
las que los resultados son igualmente probables. Pero en la realidad son
muchos los que no son de este tipo. Por ejemplo, suponga que se tira una
moneda irregular y cabe preguntarse si es igualmente probable que
caiga aguila o sol. Una forma de dar respuesta a esta pregunta es obte-
ner algunos datos en forma empirica en un intento por estimar las pro-
babilidades. De este modo puede ser razonable pensar en lanzar la
moneda cierto niamero de veces y observar los resultados a manera de
experimento sencillo para probar el supuesto de que se obtienen resul-
tados igualmente probables. Si se tira la moneda 100 veces y cae sol en
60, puede ser razonable estimar la probabilidad de soles respecto de
tiradas futuras como 60/100 = 0.60 o 60 por ciento.

Al estimar probabilidades con el enfoque de frecuencia relativa
obtenemos una aproximacion, no un valor exacto. A medida que
aumenta el numero total de observaciones, las aproximaciones corres-
pondientes tienden a acercarse a la probabilidad real.

Esta propiedad se expresa como un teorema conocido como ley de
los grandes numeros que dice: "A medida que un experimento se repite
una y otra vez, la probabilidad calculada por frecuencia relativa de un
evento tiende a acercarse a la probabilidad real.”

Por ejemplo: si se realiza una encuesta de opinién con una docena
de personas es posible gue los resultados no sean representativos de
toda la poblacién, pero si la encuesta se hace con miles de personas
seleccionadas al azar, los resultados de la muestra seran mucho mas cer-
canos a los valores verdaderos de la poblacion.

En la actualidad no es del todo esencial realizar un experimento
para obtener datos de muestreo. En muchos casos se dispondra de infor-
macion historica, la cual se puede utilizar precisamente de la misma
manera. Estos datos historicos pueden estar publicados como resultado
de ensayos anteriores o simplemente como informaciéon acumulada en
los archivos de una empresa.

Ejempilos:
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8. Determinar la probabilidad de que una persona seleccionada alea-
toriamente sea alcanzada por un rayo este afio.

Respuesta: el espacio de muestra consiste en estos dos sucesos sim-
ples. La persona seleccionada es alcanzada por un rayo o no. Dado
gue estos sucesos simples no son igualmente probables debemos usar
una aproximacion empirica (o de frecuencia relativa). No es practico
realizar experimentos pero podemos apoyarnos en datos histéricos.
En EUA, en un afio reciente, 371 personas fueron alcanzadas por un
rayo. En una poblacion de unos 260 millones, la probabilidad de ser
fulminado por un rayo en un afio se puede estimar de acuerdo con
los datos histéricos como:

P (un rayo) = 371 = 0.0000142
260 000 000

Observacion: Si quisiéramos formalizar mas, diriamos que la formu-
la es la misma que hemos trabajado, sélo que ahora se trata de datos
histéricos y queda de la siguiente forma:

nam. de veces que ha ocurrido A (datos histéricos o empiricos)

nam. total de elementos del experimento

9. Para escoger entre varios fabricantes de computadoras, un agente de
compras desea conocer la probabilidad de que una computadora
personal se descomponga durante los primeros dos afios. Determine
esa probabilidad.

Respuesta: solo hay dos resultados posibles: que la computadora
personal se descomponga durante los dos primeros afios o no lo
haga. Dado que la probabilidad de que ocurra uno de los eventos es
desigual, hay que utilizar la aproximacion de frecuencia relativa.
Esto requiere de la busqueda de una solucién para poder observar un
gran nimero de computadoras personales. En una encuesta de PC
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World efectuada entre cuatro mil usuarios de computadoras perso-
nales se revel6 que 992 tuvieron desperfectos durante los dos prime-
ros afios. Con base en ese resultado estimamos que la probabilidad
de que una computadora personal se descomponga durante los dos
los primeros afios es de:

P(comp. defect.) = 992 _ .248
4 000

10.Si se escoge un afo al azar encuentre la probabilidad de que el dia
del padre caiga en a) sdbado, b) domingo.

Respuesta:

a) El dia del padre siempre se celebra el segundo domingo de
junio. Por tanto, resulta imposible que el dia del padre caiga en
sdbado. Cuando un suceso es imposible decimos que su pro
babilidad es cero (evento nulo).

b) Es seguro que el dia del padre caera en domingo. Cuando hay
la certeza de que un suceso ocurra decimos que la probabili
dad es de 1 (evento seguro).

Enfoque subjetivo: Las probabilidades obtenidas mediante el enfoque
clasico o el empirico reciben el nombre de probabilidades objetivas, ya
gue se derivan de hechos. Sin embargo, existen numerosas situaciones
en las que no se puede emplear el enfoque objetivo, es decir, situacio-
nes en las que los resultados no son igualmente probables, y no se dis-
pone facilmente de los datos historicos; en estos casos se debe hacer
una evaluacién o estimacion subjetiva de la probabilidad. Por ejemplo,
como se calcularian las probabilidades de: ¢ Se enamorara usted la proxi-
ma semana?, ¢qué calificacién obtendra en el siguiente examen?, ¢,cuan-
do estallara una huelga laboral?, ¢.crecera un arbol derecho y alto?, ¢se
podra curar una persona gravemente enferma? En situaciones como
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éstas alguien debe establecer la probabilidad de que ocurra el evento
desde dichas condiciones.

Una probabilidad conjeturada o estimada basada en el conocimiento
de las circunstancias pertinentes se denomina probabilidad subjetiva,
también se define como una evaluacion personal de las posibilidades de
gue ocurra un evento. Cabe mencionar que todo lo probable es posible,
pero no todo lo posible es probable.

Finalmente podemos decir que las probabilidades subjetivas son el
resultado de un esfuerzo por cuantificar nuestros sentimientos o creen-
cias respecto a algo. Este enfoque presenta ciertas desventajas entre las
cuales se encuentran las siguientes:

a. Las estimaciones subjetivas suelen ser dificiles de comprobar si son
cuestionadas.

b. Los prejuicios pueden influir. Las jdeas preconcebidas respecto a lo
gue deberia suceder pueden afectar la subjetividad, asi como los
sentimientos acerca de lo que uno quiera que suceda.

3.3 ELEMENTOS DE ANALISIS COMBINATORIO: PRINCIPIO FUNDAMENTAL DEL
CONTEO: PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

Para utilizar el enfoque clasico de la probabilidad es necesario conocer
el nimero total de resultados posibles de una muestra o experimento.
Las técnicas de conteo se utilizan generalmente como medio para deter-
minar el nimero total de resultados posibles de un experimento.

Veamos un ejemplo que nos ilustra la forma en que se puede com-
plicar el célculo de probabilidades si no se cuenta con una técnica de
conteo.

Suponga que un estudiante presenta un examen con 20 preguntas
que se responden con el criterio de verdadero o falso. Suponga tam-
bién que est4 adivinando todas las preguntas. ¢ Cuél es la probabilidad
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de que resuelva correctamente el examen? Para solucionar este proble-
ma, en primer lugar, es necesario determinar el nimero total de resulta-
dos posibles, por ejemplo puede decidir contestar todas las preguntas
con verdadero o todas con falso, o bien, puede alternar verdadero y
falso, 0 mezclar aleatoriamente las respuestas.

Exploremos el problema por etapas. Primero, imaginese que el examen
consta de una sola pregunta. Las posibilidades serian V o F. Si fueran dos
preguntas estas posibilidades serian VV, VF, FV, FF. En el caso que fueran
tres preguntas, las posibilidades serian, VWV, VWF, VFV, VFF, FVWV, FVF,
FV, FH-.

Evidentemente, a medida que aumenta el nimero de preguntas,
aumenta el nimero de resultados posibles en una forma mas rapida.

Podemos ver esto utilizando un diagrama de arbol o arborescencia:

Pregunta
Nam. 1 Nim. 2 Nam. 3 Resultados

V ATAYAY,

V<
F VVF

v

V VFV

F<
F VFF

Vv FVV
V<

F FVF

Vv FFV
F<

F FFF




142  ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Al ampliar el diagrama de arbol es posible enumerar los resultados con
mas preguntas de verdadero-falso, pero no es practico hacerlo debido a
gue el nimero de posibilidades aumenta considerablemente. Sin embar-
go, lo que realmente se requiere, es determinar el nimero total de resul-
tados y para eso sirven las reglas de conteo.

Otro ejemplo seria el de lanzar 10 veces una moneda al aire y calcular
el nimero de resultados posibles (como ejercicio el lector lo puede rea-
lizar). Sin embargo, para simplificar el trabajo de encontrar el resultado
deseado estudiaremos el principio fundamental del conteo:

Reglas de conteo: Cada regla de probabilidad estudiada hasta ahora ha
incluido el conteo de resultados favorables con respecto a su total. Sin
embargo, en muchos casos, debido al gran niumero de posibilidades no
es factible formular cada uno de los resultados. En tales circunstancias
se han elaborado reglas para el conteo, las cuales veremos a continua-
cion.

Retomando el ejemplo del lanzamiento de una moneda en diez
ocasiones ¢Cémo se determinaria la cantidad de posibles resultados
diferentes, es decir, la sucesién de aguila y sol?

Regla de conteo 7: Si cualquiera de k eventos diferentes, mutuamente
excluyentes® pueden ocurrir en cada una de las n
pruebas, el numero de posibles resultados es:

ko>
Donde:

k - posibles resultados y n - nimero de lanza-
mientos o0 veces que se repite el experimento.

% Mas adelante se define el concepto de excluyente y su utilizacién en el célculo de pro-
babilidades, pero como en este ejemplo se menciona, diremos que los eventos excluyen-
tes son aquellos que no pueden ocurrir simultaneamente, es decir, si se lanza una
moneda al aire no puede caer aguila y sol al mismo tiempo.
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Ejemplos:

1. Siuna moneda, que tiene dos lados, se lanza 10 veces, el nUmero de
resultados posibles es:

k" =210=1 024

2. Si se tira en dos ocasiones un dado, que tiene seis caras, el nimero
de los diferentes resultados es:

k" = 6% =36

3. Se pueden realizar otros ejercicios, contestar seis preguntas con tres
posibles respuestas, tirar un dado tres veces, tirar una moneda seis
Veces.

Regla de conteo 2: Esta regla es una expresion mas general de la pri-
mera. Si existen k-\ eventos en la primera prueba, k
eventos en la segunda prueba, ..., y k, eventos en
la prueba n, entonces el nimero de resultados
posibles se define como el producto de las diferen-
tes opciones:

Ejemplos:
4. En un restaurante se ofrece el siguiente menu:
Primer tiempo: sopa 0 consomé

Segundo tiempo: jamon, pollo o pescado
Tercer tiempo, postre: pastel, flan o fruta
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Si la comida consta de tres alimentos, elegidos uno de cada una de
las tres clases, ¢de cuantas formas diferentes una persona puede
ordenar sus alimentos?

Respuesta: para el primer tiempo tiene dos opciones, para el segun-
do tiene tres y para el tercero tres, por lo tanto, las diferentes formas
de pedir su comida son:

(2) (3) (3)-18

5. Al Departamento de Vehiculos de Motor del Estado de México le
agradaria conocer cuantas matriculas tendria disponibles si éstas
estuvieran formadas por tres digitos seguidos por dos letras. El que
tres valores son digitos, cada uno de ellos con diez posibles resulta
dos, mientras que dos de las posiciones son letras, cada una de ellas
con 26 o 28 resultados.

Por lo tanto, si una matricula esta formada por tres digitos segui-
dos por dos letras, el nUmero total de posibles resultados es:

(k) (k2)...(k») = (10) (10) (10) (26) (26) = 676 000

Con este criterio se podrian proporcionar placas diferentes para un
total de 676 000 vehiculos del Estado de México.

6. Sien el menl de un restaurante se pueden seleccionar cuatro aperi
tivos, diez platos principales, tres bebidas y seis postres. ¢ Cuél seria
el total de cenas que se podrian formar?

El total de cenas posibles es:

(4) (10) (3) (6) =720
Regla de conteo 3: Esta regla expresa el calculo del nimero de dife-

rentes formas en que se puede ordenar un grupo de
objetos:
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El nimero de formas en que se pueden ordenar
todos los n objetos es:

n! =n(n-1)n-2), ...,

donde n!, se lee, n factorial y 0!, se define como
1%

Ejemplos:

7. Sise va a colocar en un estante un conjunto de seis libros de texto,
¢,como se puede determinar el nimero de formas diferentes en que
se pueden colocar los seis libros?

Se puede comenzar pensando que cualquiera de los seis libros
puede ocupar la primera posicién en el estante. Una vez que se ocu-
pa la primera posicion, hay cinco libros entre los que se debe escoger
el que ocupara la segunda posicion. Este procedimiento de asigna-
cién se continlda hasta que se ocupen las seis posiciones.

Aplicando la férmula encontramos que el nimero de formas
diferentes en que se pueden colocar estos seis libros es:

nl=6!=(6)(5)(4)(3)(2)(1) =720

8. Suponga que hay cuatro equipos de fatbol en un campeonato. ¢En
cuantas formas pueden quedar las posiciones al final del torneo?
Imaginese que se tienen que ocupar cuatro casillas: ganador,
segundo, tercero y Ultimo lugar. La casilla del ganador la puede ocu-
par cualquiera de los cuatro equipos. Esto haria que quedaran tres
casillas por ocupar, y tres de los equipos por seleccionar. De este
modo, el segundo lugar seria uno de los tres equipos. El tercer lugar

%9 Una explicacién intuitiva es la siguiente: Si hubiera una cantidad de sillas vacias
¢,Cuantas ordenaciones diferentes serian posibles si ninguna persona llegara? Por supues-
to que sélo existiria una forma.
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seria uno de los dos equipos restantes y finalmente uno de ellos que-
daria en ultimo sitio.

Aplicando la férmula, el nUmero total de resultados es:
n!'=4! = (4)(3)(2)tl) = 24

Si se seleccionan los equipos del primero al ultimo, en orden inver-
so del dltimo al primero, o en cualquier otro orden, el resultado final
es el mismo.

En muchos casos se necesita conocer el nimero de formas en las
gue se puede colocar en orden un subconjunto de todo el grupo de
objetos. Cada posible arreglo se conoce como permutacion, y esto
da origen a la siguiente regla:

Regla de conteo 4: Permutaciones de n elementos tomados de x en x: El
numero de formas de ordenar x objetos selecciona-
dos de n objetos, se calcula utilizando la siguiente
férmula:

_pn __n!
b=k (n—x).f

Ejempilos:

9. Podemos utilizar el ejemplo de los libros. Si hay seis libros de texto,
pero soélo hay lugar para cuatro libros en la repisa, ¢, de cuantas for-
mas se pueden colocar estos libros en el estante?

Obtenemos la respuesta aplicando la formula, y encontramos que
el nimero de arreglos ordenados de cuatro libros seleccionados de
entre seis libros es igual a:

= (n'j!x)! p
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10. En un grupo de siete personas, ¢,cuantas ordenaciones de tres de las
siete personas son posibles?

El nimero de formas en las que se pueden ordenar tres objetos de un
grupo de siete es:

7! =EZW=21O

n__nt _pr_
"= é (7-3 4 41

Muchas veces no se toma interés por el orden de los resultados sino sélo
de cuantas formas se pueden seleccionar x objetos de n objetos sin
tomar en cuenta el orden. A esta regla se le conoce como regla de las
combinaciones que veremos a continuacion.

Regla de conteo 5: Combinaciones: el numero de formas de seleccionar
X objetos de n objetos, sin tomar en cuenta el
orden, se calcula utilizando la férmula:

n

n!

”CX =C}? =[

Ejempilos:

11. Si retomamos el ejemplo de los libros, el nimero de combinaciones
de los cuatro libros seleccionados de entre seis libros es:

n__ _co__ 6! _6)O)4 30 s
x!(n—x)! ! 4!(6—4)! 4120 2

Cr =

12. ¢ Cuantos comités diferentes de tres miembros se pueden seleccionar
a partir de un grupo de 10 personas?
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Obtenemos la respuesta aplicando la formula de combinaciones:

om0 a0 (1907

x!(n—x)r ’ 3!(10—3)! 3171 3171

Finalmente diremos que para aplicar la regla de las combinaciones
deben darse las condiciones siguientes:

a. Debe haber un total de n cosas distintas disponibles.

b. Debemos seleccionar x de las n cosas (sin repeticion).

c. Debemos considerar qué reacomodos de las mismas cosas son
considerados como el mismo agrupamiento (es decir, iguales).

Como resulta muy comun gue al estudiante no le quede clara la diferen-
cia que existe entre las permutaciones y las combinaciones, se agregara
el siguiente apartado.

Comparacion entre permutaciones y combinaciones: Cuando el orden
es importante, el nimero posible de resultados se determina mediante
permutaciones. Cuando el orden carece de importancia las combina-
ciones producen el numero total de resultados posibles. Ademas, el
ndmero posible de combinaciones siempre es menor que el de permu-
taciones.

Por ejemplo, suponga que a una persona se le exhiben cuatro colo-
res de un muestrario de pinturas, y se le pide que seleccione tres de
ellos. El nimero de conjuntos de tres que se podrian seleccionar cons-
tituiria el namero de combinaciones, dado que el orden no importa. Por
otra parte, si se solicita que escoja tres colores y los jerarquice segun el
gue le parezca mejor, en este caso el orden si seria importante (es decir,
se pueden ordenar de distintas maneras, primero el azul, el rojo, etc.) y
los conjuntos de colores jerarquizados equivaldrian a las permuta-
ciones.
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En el siguiente ejemplo se puede apreciar la diferencia:
Seleccionar tres colores de cuatro existentes:
Rojo =R Azul =

A Verde =V
Anaranjado = N

Permutaciones Combinaciones

] n!

Pr =1 G =——

(n—x)‘ x!(n—x)!

(4-3) 314 - 3)!

RAV, RVA, AVR, ARV, VAR, VRA RAV
RAN, RNA, ANR, ARN, NAR, NRA RAN
RVN, RNV, VNR, VRN, NVR, NRV RVN
AVN, ANV, VNA, VAN, NVA, NAV AVN

Analicemos: los resultados obtenidos con las permutaciones son 24,
mientras que, si no importa el orden, sélo se forman cuatro combinaciones.

RAV, RVA, AVR, ARV, VAR, VRA = RAV
RAN, RNA, ANR, ARN, NAR, NRA = RAN
RVN, RNV, VNR, VRN, NVR, NRV = RVN

AVN, ANV, VNA, VAN, NVA, NAV = AVN
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Ejercicio (3.3.1):

1. Evalde las siguientes expresiones:
a) 6!; b) (10-4)!; ) 11!; d) 100! /97!; e) 85!/ 82!; ) (90-87)!; g) 6C4
h) 6P4; i)12P9;

2. Una persona tiene un sistema de seguridad doméstico ADT, con un
cédigo consistente en cuatro digitos que se deben introducir en la
secuencia correcta. Los digitos pueden repetirse en el codigo.

a. ¢Cuantos cédigos distintos se pueden formar?
b. Si un ladrdn tarda cinco segundos en probar cada codigo
¢,Cuanto le tomara intentar todas las posibilidades?

3. En otros tiempos, la loteria de la ciudad Monterrey, y algunas otras
loterias, requerian la seleccidon de seis nimeros entre 1y 40.

a. ¢Cuantas selecciones distintas puede haber?

b. Si usted selecciona seis niumeros ¢, Qué probabilidad tiene de
ganar por haber escogido los mismos nimeros que se sacan en
la loteria?

c. Calcule las posibilidades en contra de ganar semejante lote
ria.

3.4 AXIOMAS DE PROBABILIDAD

Los axiomas de la formulacion moderna de la teoria de la probabilidad
constituyen una base para deducir un amplio nimero de resultados.

Recordemos que la letra P se utiliza para designar la probabilidad
de un evento, siendo P(A), la probabilidad de ocurrencia de un evento
A en un experimento.
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Axioma 1. La probabilidad de un evento es un nimero real no negati-
vo, 0 sea P(A) 0, para cualquier subconjunto A de un espa-
cio muestral 5.

Axioma 2. La probabilidad de un suceso que ocurrird con certeza es 1,
es decir P (A) - 1, y en complemento a este axioma pode-
mos decir que la probabilidad de un suceso imposible de
ocurrir es cero, es decir P (A) - 0.

En resumen podemos decir que la probabilidad de cual-
quier evento o suceso siempre se encuentra entre cero y
uno:

0=P(A)=T

Esqueméticamente podemos ver los posibles casos de probabilidad que
se pueden presentar:

I~ - 7
0 P -
'oco probable 0.5 Muy probahle 1
evento Prab. bisja Frob. ata " ewento '
imposible Probabilidad seguro
de 50%

Axioma 3. Si A es un evento cualquiera de un experimento aleatorio y
A, es el complemento, entonces la probabilidad del comple-
mento se puede definir como:

P(A)=1 - P(A)

Es decir, la probabilidad de que el evento A no ocurra es igual a 1 menos
la probabilidad de que ocurra.
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3.5 EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUYENTESY NO EXCLUYENTES

Eventos mutuamente excluyentes: Los eventos A y B, son mutuamente
excluyentes si no pueden ocurrir simultineamente en un mismo experi-
mento.”

Cuando los eventos son mutuamente excluyentes la probabilidad de
gue uno u otro suceda (por definicién no se puede presentar mas de uno),
equivale a la suma de cada una de sus probabilidades.

La féormula que se aplica para el célculo de estas probabilidades es:

P(Ao B)=P(A) + P(B)
Ejemplos:

1. La probabilidad de obtener aguila o sol en la misma tirada de una
moneda legal es:

P(AoS)=PA) +PS)=12+1/2=1

2. Laprobabilidad de que al tirar un dado legal se obtenga un resulta-
do de cinco o seis puntos es:

PG506)=P(B)+P(®)=1/6+1/6=2/6=1/3

3. La probabilidad de sacar al primer intento una carta de corazones o
una de tréboles de un mazo de 52 cartas es:

“ Una explicacién en términos de conjuntos seria decir que dados dos conjuntos, los eventos
mutuamente excluyentes son aquellos que no presentan ningun elemento en coman. Por
ejemplo, si consideramos dos eventos obtenidos al lanzar un dado como A y C,
definidos: A = nimeros impares y C= nlimeros pares. En este caso cada uno de los even-
tos que también podemos definir como conjuntos contiene elementos distintos: A = {1,
3,5}; B ={2, 4, 6}, en este caso estamos seguros que ninguno de los elementos de cual-
quiera de los conjuntos puede ocurrir al mismo tiempo en ambos conjuntos.
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P (corazones o tréboles) = P(cor.) + P(treb) = 13/52 + 13/52 = 26/52 = 1/2

Eventos no excluyentes: Cuando dos eventos no son mutuamente exclu-
yentes, ambos pueden suceder (también podemos pensar en dos even-
tos los cuales tienen alguna parte en comun).
En este tipo de situaciones el célculo de la probabilidad debe tomar
en cuenta el hecho de que ya sea uno de ellos o ambos, puedan ocurrir.
Para el calculo de probabilidades en estos casos aplicamos la
siguiente férmula:

P(A o Bo ambos) = P(A)+ P(B)— P(Ay B)
Ejemplos:

1. Suponga que se quiere determinar la probabilidad de sacar una carta
de trébol o un 10 de un mazo de 52 cartas. Como en este caso una
carta puede reunir a los dos eventos, es decir, puede ser un trébol y
de numero 10, para este caso especial los eventos "diez" y "trébol"
no son mutuamente excluyentes. Veamos esto con mas detalle. Para
eso debemos demostrar como se componen las cartas de una baraja:

Tréboles Diamantes Corazones Espadas
(negros) (rojos) (rojos) (negros)
(K) K K K
Q Q Q Q
J J J |
1o 10 10 10 D
9 9 9 9
8 8 8 8
7 7 7 7
6 6 6 6
5 5 5 5
) 4 4 4
3 3 3 3
2 2 2 2
C\/ A A A
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En este caso, simplemente sumar sus probabilidades individuales
exagerara la probabilidad real, ya que el 10 de tréboles se contara
dos veces, una como diez y otra como trébol (como se observa en la
figura). En consecuencia, tenemos que restar la probabilidad de
sobreestimar (o duplicar) si queremos evitar este problema.

Solucion:
Evento A = Tréboles = {A, 2, 3,4,5,6, 7, 8,9, 10, J, Q, K}
Evento B = Cartas num. 10 = {10 tréb., 10 diam., 10 coraz., 10 esp.}
Por lo tanto:

P (tréboles) = 13/52; P (diez) = 4/52; P (diez de tréboles) =1 /52
Entonces la probabilidad buscada seria:

P (trébol o0 10 o ambos) = P (trébol) + P (diez) - P (diez de trébol)
P (trébol 0 10 0 ambos) = 13/52 + 4/52 -1/52 = 16/52 = 30.769 ~ 31 %

2. Pensemos un caso en el cual el gobierno requiere aplicar una
encuesta acerca del desempefio del presidente en lo que va de su
mandato, por lo general es imposible consultar a toda la poblacion,
por lo que se decide escoger a las familias que participaran en la
encuesta utilizando computadoras para seleccionar aleatoriamente
los ultimos digitos de numeros telefénicos. Si escogemos aleatoria-
mente uno de los nimeros: 0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, para el ultimo
digito. ¢,Cudl es la probabilidad de que el nimero seleccionado sea
0o 1?

La probabilidad seria: P(0 0 1) = P(0) + P(1) = 1/10 + 1/10 =
2/10 = 1/5
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Es muy sencillo, ahora pensemos en una maodificacion al mismo
experimento.

3. Consideremos otro caso, determine la probabilidad de obtener un
resultado que sea impar o mayor que 6. Observe que de los diez
posibles resultados, cinco son impares (1, 3, 5, 7, 9) y tres son mayo-
res de 6 (7, 8, 9).

Solucién:
Evento A - impares ={1,3, 5, 7, 9}
Evento B = mayores que 6 ={7, 8, 9}
Evento C = impar y mayores que 6 = {7, 9}
Conjunto final: impares o mayores que 6 ={1, 3, 5, 7, 8, 9}
Por lo tanto:
P(impar) =5/10; P(>6) =3/10; P (impar o >6)=2/10
Entonces la probabilidad buscada es:
P (impar o > 6 o ambos) = P (impar) + P(> 6) - P (ambos) P
(impar o > 6 0 ambos) = 5/10 + 3/10-2/10 = 6/10 = 0.6
He aqui el punto clave: al calcular la probabilidad de que ocurra el
suceso A o que ocurra el suceso B, determine el nimero total de for-
mas en que A puede ocurrir y el nimero de formas en que B puede
ocurrir, finalmente puede formar un conjunto que contenga a los dos
grupos pero de tal manera que ningun resultado se contabilice mas
de una vez. En ese caso podemos calcular la probabilidad directa-

mente del grupo combinado.

Impares o mayores que 6 ={1, 3,5, 7, 8, 9}
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Otra manera de explicar la misma idea seria decir que una estrate-
gia es combinar el nimero de formas en que A puede ocurrir con el
namero de formas en que B puede ocurrir y si existen elementos
comunes a ambos conjuntos, restando el nimero de resultados que
se pueden contar mas de una vez.

Para finalizar anotaremos un pequefio diagrama que nos permita
recordar en qué momento se aplica cada férmula:

SonAyB
mutuamente
excluyentes?

P (A o B) = P(A) + P(B)

P (A o Boambos) = P(A) + P(B)—P (A y B)

3.6 EVENTOS DEPENDIENTES E INDEPENDIENTES

Dos eventos son independientes entres si cuando la ocurrencia de uno
no esté relacionada con la ocurrencia del otro. Por otra parte, si los
eventos no son independientes quiere decir que son dependientes y en
este caso, la ocurrencia de uno afecta la ocurrencia del otro.

Eventos independientes (0o con reemplazo): Cuando dos eventos son
independientes, la probabilidad de que ambos ocurran es igual al pro-
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ducto de sus probabilidades individuales y se calcula aplicando la
siguiente férmula:
P(Ay B) = P(A) P(B)

Ejemplos:

1. Setiran dos monedas legales al aire ¢ Cudl es la probabilidad de que
ambas caigan en aguila?

Solucion: es razonable suponer que los resultados de tirar las mone-
das al aire son independientes entre si. Ademas, se sabe que las mo-
nedas tienen la probabilidad de caer aguila igual a 1/2. Por lo
tanto:

P (aguila y aguila) = P (aguila) P (4guila) = (1/2) (1/2) = (1/4)

Tiradal Tirada2 ambas

2. Suponga que se quiere aplicar esto a tres monedas ¢ qué probabili-
dad se tiene de que las tres monedas sean aguila?

P (aguila, aguila y aguila) = P (aguila) P (aguila) P (aguila)
=(1/2) (1/2) (1/2)= 1/8

—— —— —— ——
Tiradal Tirada2 Tirada3 Las tres

3. El 10% de las personas son zurdas, ¢,qué probabilidad hay de selec-
cionar aleatoriamente a dos personas zurdas?

La probabilidad de que una persona sea zurda es de 0.10, pero en
nada influye para que otra diferente y que no sea familiar sea tam-
bién zurda, es decir, son eventos independientes, entonces la proba-
bilidad es:

P (zurda y zurda) = P (zurda) P (zurda) = (0.10) (0.10) = 0.01
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Eventos dependientes (0 sin reemplazo): Cuando dos eventos son
dependientes quiere decir que la probabilidad de que ocurra uno o el
otro se ve afectada por la probabilidad del suceso que ocurra primero,
la férmula que se utiliza es la siguiente:

P (AyB)=P(A)P (B/A)

Donde: P (B/A), representa la probabilidad de que el suceso B ocurra
después de suponer que ocurrié el suceso A (se puede leer P(B/A) como
la probabilidad de B dado que ocurrid A).

Ejemplos:

1. Una compafiia automotriz que produce autos modelo Chevy tiene que
surtir al mercado de los filtros de gasolina que usan sus vehiculos; en su
fabrica de refacciones se ha comprobado que de un lote de 50 filtros de
gasolina, seis de ellos salen defectuosos. Los filtros salen de la fabrica
en cajas con 50 piezas. En una refaccionaria que compra estos filtros se
recibe una caja y se venden dos de ellos. Calcule la probabilidad de que
los dos primeros salgan en buen estado si los filtros se seleccionan a) con
reemplazo (independientes) y b) sin reemplazo (dependientes).

Solucion:
a) Si los filtros se seleccionan con reemplazo, las dos selecciones
son independientes porque el primer resultado no afecta al

segundo, por lo tanto:

P (1° bueno y 2° bueno) =P (1° bueno) P (2° bueno) P(1°
bueno y 2° bueno) = (44/50) (44/50) = 0.774

Esta es la forma de calcular la probabilidad para dos eventos
independientes.
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b) Si los filtros se seleccionan sin reemplazo las dos selecciones
son dependientes porque el primer resultado afecta al segundo,
por lo tanto la probabilidad se calcularia de la siguiente forma:

P (1° bueno y 2° bueno) = P (1° bueno) P (2° bueno/1 ° bueno) P
(1° bueno y 2° bueno) = (44/50) (43/49) = 0.772

Observe que, en este caso, ajustamos la segunda probabilidad
para tomar en cuenta la seleccion de un filtro bueno en la pri-
mera seleccion. Después de escoger un filtro bueno la primera
vez, habia 43 filtros buenos entre los 49 restantes.

2. Una caja contiene tres bolas blancas y dos bolas negras. Sea A el
suceso "la primera bola extraida es negra" y B el suceso "la segunda
bola extraida es negra". Si las bolas extraidas no se devuelven a la
caja (con reemplazo), A y B son sucesos independientes. Si las bolas
extraidas no se devuelven a la caja (sin reemplazo) Ay B son suce
sos dependientes. Veamos el segundo caso, es decir, cuando se trata
de sucesos dependientes:

La probabilidad de que la primera bola sea negra es: P {A) =
2/(3+2) =2/5. La probabilidad de que la segunda sea negra, dado que
lo ha sido la primera, es P(B/A) - 1/ (3+1) = 1/4. Luego la probabi-
lidad de que ambas sean negras es:

P (AyB)=P(A) P (B/A) = (2/5) (1/4) = (1/10) = 0.10
3. Suponga que se tienen dos urnas con canicas. La primera contiene

ocho rojas y dos blancas, la segunda contiene cinco rojas y cinco
blancas, si las representamos en un cuadro tenemos:

Rojas Blancas Totales

Urna Y 8 2 10
Urna Z 5 5 10
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Expresada la misma tabla en términos de probabilidad:

Rojas Blancas Totales
Urna Y 8/10 2/10 10/10
Urna Z 5/10 5/10 10/10

De esta manera podemos definir con claridad que la probabilidad de
seleccionar una canica roja de la urna Ves 8/10. Esto se representa
P(roja/urna Y), es decir, la probabilidad de que la canica sea roja su-
poniendo que es de la urna Y, o bien, dada la urna, se selecciona la
urmna'y.

Es evidente que las demés probabilidades se expresan de la
siguiente forma: P (roja/urna Z) - 5/10, P (blanca/urna Y) - 2/10y P
(blanca/urna Z) = 5/10.

Suponga ahora que las urnas no estan marcadas, y que la proba-
bilidad de elegir cualquiera de las dos es 1/2, es decir, La F\Y) = P(2)
= 1/2. Desde estas condiciones ¢,Cual es la probabilidad de sacar una
canica roja de la urna Z7?

Solucién:

Para el calculo de la probabilidad deseada se deben contemplar dos
aspectos importantes, primero la probabilidad de seleccionar la urna
Zy segundo la probabilidad de obtener una canica roja de las que
tiene la urna Z, entonces considerando estos aspectos la probabili-
dad es:

P(urnaz)=1/2 y P (roja/urna Z) = 5/10 P(urna Zy
roja) =P (urna Z) P (roja/urna Z) P(urna Zy roja) =
(1/2) (5/10) =(5/20)=1/4=0.25

También podemos calcular la probabilidad de que la canica sea roja
y provenga de laurna Y:
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P(urna Vy roja) = P(urna YO P (roja/urna Y) P(urna Yy
roja) = (1/2) (8/10) = (8/20) = 2/5=0.40

El siguiente diagrama nos permite recordar en qué momento se aplica
cada formula:

AYB
son
independientes?

P(AyB)=P(A) P(B)

P(Ay B) =P (A) + P (B/A)

Si hacemos un resumen general de las reglas de probabilidad que hemos
estudiado, vemos que:

41
Reglas de probabilidad:**

1. P ( A 0 B), para eventos mutuamente excluyentes: P
(ya sea queAoB ocurran) = P(A) + P (B)

“Es importante mencionar que cuando hablamos de eventos excluyentes o no exclu-
yentes calculamos la probabilidad de que ocurra uno o el otro y utilizamos la nota-
cion P(A o S). En el caso de eventos independientes y dependientes, la probabilidad
que se calcula es la de que ocurran los dos eventos al mismo tiempo y en el caso de
dependientes lo que se calcula es la probabilidad de que ocurra un evento cuando se
supone que ya ocurrié otro previamente y utilizamos la notacién P(A 'y 8).
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2. Eventos gue no sean mutuamente excluyentes:
P (A o B o ambos ocurran) =P {A) + P (B) - P {Ay B)

3. Para eventos independientes:
P(Ay B) = P(A) P (B)

4. Para eventos dependientes:
P(AyB)=P(A) P(B/A)

3.7 TEOREMAS MAS IMPORTANTES DE LA PROBABILIDAD

3.7.1 Regla de la adicion

La regla de la suma se utiliza en el calculo de probabilidades de even-
tos excluyentes y no excluyentes. Esta regla expresa que para poder
obtener P (A o B), se calcula la suma del nimero de formas en que
puede ocurrir el suceso Ay el nimero de formas en que puede ocurrir
el suceso B, sumando de tal modo que cada resultado se contabilice
s6lo una vez. P(A o 6), es igual a la suma dividida entre el nimero total
de resultados. Recordemos el caso visto con anterioridad: la probabi-
lidad de que al tirar un dado se obtenga un resultado de cinco o seis
puntos es:

P506)=P((5)+P(6)= 1/6+1/6 =2/6 =1/3

3.7.2 Regla de la multiplicacion

La regla de la multiplicacién se utiliza en el célculo de probabilidades
de eventos independientes y dependientes.
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Esta regla expresa que para poder determinar P(A y 6), se calcula la
probabilidad de que el suceso A ocurra en un primer ensayo y el suce-
so B ocurra en un segundo ensayo.

En realidad ya hemos visto la aplicacion de esta regla en secciones
anteriores al igual que la regla de la suma, pero veremos algunos ejem-
plos que serviran para que el estudiante reafirme el conocimiento.

Ejemplo: suponga que la primera pregunta de un examen es de tipo
falso/verdadero y que la segunda es de opcion multiple con cinco posi-
bles respuestas (a, b, ¢, d €). Usaremos las dos preguntas siguientes:

1. Falso o verdadero: el habito de fumar es una de las principales cau
sas del cancer.
2. El coeficiente de correlacion de Pearson se llama asi por:

Karl Marx

Cari Friedrich Gauss
Kart Pearson

Carly Simoén

Mario Tridla

®ap o

Cuando se califican pruebas estandarizadas, generalmente se com-
pensa por la probabilidad de que el examinado adivine, asi que vamos
a calcular la probabilidad de que si alguien adivina las respuestas de
ambas preguntas, la primera respuesta sea correcta y la segunda res-
puesta sea correcta. Una forma de encontrar dicha probabilidad es lis-
tar el espacio muestral de la siguiente forma:

V a
F a

<
oo
I
8 on
<
Qo

2]
F e

Si las respuestas son conjeturas al azar, los 10 posibles resultados son
igualmente probables. Las respuestas correctas son Vy c, asi que:
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P (ambas correctas) = P(Vy ¢) = 1/10 = 0.1

Si consideramos las respuestas individuales de V y c, respectivamente,
vemos que adivinando al azar tenemos:

P(V) =1/2 y P(c) = 1/5

Si recordamos que 1/10 es el producto de (1/2) (1/5), vemos que P(Vy
¢) = P(V) P(c). Esto sugiere que en general que P (Ay B) = P {A) P(B).

Otro tipo de casos en donde se aplica la regla de la multiplicacion seria
como el siguiente:

Para la extraccion de dos naipes de un mazo de 52 cartas, encuen-
tre la probabilidad de que la primera carta sea un as y la segunda un rey,
es decir, determine P (as y rey). Suponga que la primera carta no se
devuelve al mazo, antes de sacar la segunda, es decir, se trata de una
prueba sin reemplazo.

Respuesta: si observamos que hay cuatro ases entre las 52 cartas
distintas, obtendremos P (as) - 4/52. Para la segunda seleccién supone-
mos que se obtuvo un as en la primera extraccién, asi que ahora tenemos
cuatro reyes entre las 51 cartas restantes y por lo tanto la P (rey) = 4/51.
La probabilidad de obtener un as en la primera extraccion y un rey en
la segunda es:

P(as y rey) = (4/52) (4/51) = 0.00603

Este caso ilustra el importante principio de que la probabilidad del suce-
so B debe tener en cuenta el hecho de que el suceso A ya ocurrio. Este
principio suele expresarse con la notacion siguiente:

P (B/A) representa la probabilidad de que B ocurra después de suponer
gue ya paso el suceso A.
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Finalmente, con este ejemplo se contemplan los dos casos en donde se
puede aplicar la regla de la multiplicacion para eventos independientes
o dependientes.

3.8 PROBABILIDAD CONDICIONAL

Cada uno de los casos que se han examinado hasta ahora, ha incluido
la probabilidad de un evento particular cuando se ensefia todo el espa-
cio muestral. Ahora hien, ¢cémo se encontrarian diversas probabilidades
si ya se conociera cierta informacién relacionada con los eventos en
cuestion?

Cuando se calcula la probabilidad de un evento (A) particular y al
tener informacién en cuanto a la ocurrencia de otro evento (B), esta pro-
babilidad se denomina probabilidad condicional {A/B).

Veamos con mas detalle de donde se deduce esta relacién. Si recor-
damos que la regla de la multiplicacion para sucesos dependientes se
puede expresar formalmente como:

P (AyB)=P(A) P (B/A)

Despejando P(B/A), de esta ecuacion el resultado se llama probabilidad
condicional de que ocurra el suceso B, dado que ya ocurrié el suceso A.

P(A Yy B)
A)

P(B/A)=

Esta formula se utiliza para calcular la probabilidad condicional.

Definicion: La probabilidad condicional de B, dado A, es la probabili-
dad de que el suceso B ocurra, dado que el suceso A, ya ocurrio.
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Ejemplos:

1. Se desea encontrar P (as/negra). En este caso se informa que la carta
es negra. Por tanto, el espacio muestral no consta de las 52 cartas de
la baraja, sélo consta de las cartas negras. De las 26 cartas negras
dos son ases. Por lo tanto, dado que se sabe que la carta es negra, la
probabilidad de un as es:

Nim. de ases negros 2
g ===0.077
NiGm. de cartas negras 26

P(as/negra)=

Este resultado (2/26) también se puede obtener utilizando la ecuacion
formal:

P(asy negra)  2/52 _ 2 _q 77

P(as/negra)= =
P(negra) 26/52 26

2. Siconsideramos la siguiente tabla, y suponemos que todas las selec-
ciones se hacen entre los 2 000 sujetos representados en la tabla:

Relacion entre delincuente y victima

Homicidio  Robo Agresion  Totales
Extrano 12 379 727 1118
Conocido o pariente 39 106 642 787
No se sabe 18 20 57 95
69 505 1426 2000

Calcule lo siguiente:

a. Si se escoge aleatoriamente una persona ¢,qué probabilidad hay de
gue haya sido victima de un extrafio, dado que se escogi6 a una vic-
tima de robo?
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b. Dado que se seleccion6 a una victima de agresion ¢qué probabilidad
hay de que el delincuente sea un extrafio?

Solucion:

a. Queremos calcular P (extrafio/robo). Si suponemos que la persona
seleccionada fue victima de un robo estamos tratando con las 505
personas de la segunda columna de valores. De estas 505 personas,
379 fueron victimas de un delincuente extrafio asi que:

Aplicando el razonamiento formal podemos obtener el mismo

resultado:

P(robo y extrafio) 379/2000 _ 0.750
P (robo) 505/2000

P(extrano/robo) =

P (extrafo/robo) = 379/505 = 0.750

b. En este caso queremos calcular P (extrafio/agresion). Si suponemos
gue la persona seleccionada fue victima de una agresion, estamos
tratando con las 1426 personas de la tercera columna. De esas 1426
personas, 727 fueron victimas de un extrafio, asi que:

P(extrafio/agresion) = 727 _0.510
142

Una vez mas se puede obtener el mismo resultado con el enfoque
formal.
i6 Plagresio extraf
P(extrano/agresion) = (agfgsrorw y extrafno) _
P(agresion)
72772000 _ 519
1426/2000

Si comparamos los resultados de las partes (a) y (b) veremos que la
probabilidad de ser victima de un extrafio es muy diferente para los
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robos que para las agresiones, de modo que hay una dependencia entre
el tipo de delito y la relacion entre delincuente y victima. 3. Se quiere
encontrar la probabilidad de que un estudiante seleccionado en forma
aleatoria sea estudiante de contabilidad y que cuente con un promedio
de B o mayor. La informacion con la que se cuenta es la siguiente:

Contabilidad  Otras materias  Totales

Promedio menor que B 20 37 57
Promedio de B o mayor 15 22 37
Totales 35 59 94

Como la informacion dada en la condicion es que el estudiante tenga
un promedio de B o mayor, el espacio muestral se reduce a aquellos es-
tudiantes que tienen promedios de B o mayor (37 estudiantes), de estos
37, se puede ver que 15 lo son de contabilidad. Por tanto, la probabili-
dad de que el estudiante sea de contabilidad, dado que tiene un prome-
dio de B o mayor, se puede calcular como sigue:

P(contabilidad/B o mayor)=
Nim. de est. de cont. con prom. B o mayor

Ndm. de promedios de B o mayores

15 - 0.41
37

Aplicando la regla formal tenemos:

P(contabilidad/B o mayor) = P(contabilidad y B o mayor)z
- P(B o mayor)

15794 _15 _ ¢ 49
37/94 37
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3.9 TEOREMA DE BAYES

La probabilidad condicional toma en cuenta informacién acerca de la
ocurrencia de un evento para encontrar la probabilidad de otro. Este
concepto puede extenderse para revisar probabilidades basadas en
nueva informacion y para determinar la probabilidad de que un efecto
en particular se deba a una causa especifica. El procedimiento para revi-
sar estas probabilidades se conoce como Teorema de Bayes.

El Teorema de Bayes es una técnica que se utiliza para verificar las
estimaciones iniciales de la probabilidad con base en los datos de la
muestra. En otras palabras, también podemos decir que es un método
para verificar las probabilidades (anteriores), existentes, con base en la
informacién obtenida por el muestreo.

Iniciemos la explicacion de este teorema con un ejemplo antes de
anotar la formula que se utiliza para calcular las probabilidades de este
tipo.

Considere el caso de un individuo que apresuradamente besa a su
esposa una mafana lluviosa, toma una de las bolsas que estan sobre la
mesa de la cocina y se dirige de prisa hacia su trabajo. Poco después, y
ya en camino, se le ocurre pensar que pudo haber tomado una bolsa
equivocada. Una de ellas contenia su almuerzo: dos emparedados de
jamoén. Otra, en cambio, contenia el almuerzo de su hija: un empare-
dado de jamdén y uno de crema de cacahuate (la cual él detesta). La ter-
cera bolsa contenia basura.

En este ejemplo, la probabilidad de obtener un emparedado de
jamén equivale a la probabilidad de elegir la primera bolsa y obtener un
emparedado de jamdn, mas la probabilidad de elegir la segunda bolsa
y encontrar uno de jamén mas la probabilidad de escoger la tercera
bolsa y obtener un emparedado de jamén.

Veamos esto mas detalladamente; si colocamos la informacién en
forma tabular, las cifras son mas faciles de visualizar:
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Contenido de las bolsas (emparedados)

Jamén  Crema de cacahuate Basura

Su bolsa 2 0 0
Bolsa de la hija 1 1 0
Bolsa de basura 0 0 1

Si cambiamos estas cifras a porcentajes, y recordamos que la probabili-
dad conocida o anterior (antes de tomar la muestra), de elegir cada bolsa
era de 1/3, se elabora la siguiente tabla:

Probabilidad Contenido
a priori Jamon| Crema Basura Totales
farma especifica —)-{ 1/3 Su bolsa 1.00 0.00 0.00 1.00
1/3 Bolsa de la hija 0.50 0.50 0.00 1.00
1/3 Bolsa de basura | 0.00 0.00 1.00 1.00
S

!

Evidencias de
la muestra

Considerando esta nueva tabla, la probabilidad de elegir jnicialmente
cualquiera de las bolsas es de 1/3. Estas son las probabilidades a priori
que se revisaran utilizando la informacién muestral de que un empare-
dado de jamon se saque de la bolsa. Los valores dentro de la tabla son
las probabilidades de encontrar un emparedado de jamon suponiendo
que se tomé inicialmente la bolsa especifica. Por ejemplo, habria una
probabilidad de cero de encontrar un emparedado de jamon si se hubie-
ra tomado la bolsa de basura, 50% de probabilidad de tener el empare-
dado de jamodn si se eligiera el almuerzo de la hija y 100% de probabi-
lidad de sacar el emparedado de jamén si el individuo mencionado
hubiera elegido su propia bolsa.
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Formalmente calcularemos la probabilidad de que el hombre selec-
cione la bolsa correcta, suponiendo que €él encuentra un emparedado de
jamoén al buscar en la bolsa, pero eso no quiere decir que la bolsa sea
la correcta, por lo tanto la probabilidad de que el emparedado de jamén

P (almuerzo correcto/emparedado de jamén) =

P (emparerado de jamoén de la bolsa correcta)

P(todas las formas de obtener un emparedado de jamaén)

P (bolsa correcta dado el jamén) =

1/3 (1.00) 2

1/3 (1.00) + 1/3 (0.50) + 1/3 (0.00) 3
sea el de su bolsa esté dada por:

Podemos concluir que, cuando se aplica la regla de Bayes, el razonamiento
es el siguiente: si un evento puede ocurrir en mas de una forma, en-
tonces la probabilidad de que suceda una en particular seria igual a la
razon de la probabilidad de que se presente la forma particular respecto a
la suma de las probabilidad de las diferentes formas en que puede ocurrir.

Veamos otro ejemplo para que, con base en lo expuesto hasta ahora, se
pueda comprender el Teorema de Bayes.

Suponga gue tenemos cuatro urmas con 10 canicas de colores en cada
una de ellas. En la siguiente tabla se resume el contenido de las urnas:

Color de las canicas

Urna Roja Blanca Azul Totales
A 1 6 3 10
B 6 2 2 10
C 8 1 1 10
D 0 6 4 10
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Si se elige una de las cuatro urnas en forma arbitraria, y de ellas se saca
una sola canica, y si la canica es roja ¢ Cudl es la probabilidad de que se
haya sacado de la urna B?

Respuesta:

Para resolver este problema (o cualquier problema semejante) necesita-
mos dos cosas:

1. La probabilidad anterior (a priori), a seleccionar cada urna.
2. La probabilidad de que ocurra el evento en cuestion (la canica roja
en este caso).

Las probabilidades a priori (anteriores), serian 1/4 para cada urna, ya
gue hay cuatro, y se puede suponer que cada una presenta la misma
probabilidad de ser seleccionada.

La probabilidad de sacar una canica roja de una urna determinada
es la razén de canicas rojas con respecto al total de canicas en dicho
recipiente. La siguiente tabla muestra estas probabilidades (que se calcu-
lan utilizando la informacion de la tabla anterior).

Probabilidad Color
anterior Urna Rojo Blanco  Azul  Totales
r
1/4 A 0.10 0.60 0.30 1.00
Forma especiiica ——3 ( 1/4 B 0.60]) 020 020  1.00
1/4 C 0.80 0.10 0.10 1.00
1/4 D 0.00 0.60 0.40 1.00
\

T

Evidencias de”
la muestra

Recordemos que si un evento puede ocurrir en mas de una forma,
entonces la probabilidad de que suceda una en particular seria igual a
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la razén de la probabilidad de que se presente la forma particular res-
pecto a la suma de la probabilidad de las diferentes formas en que
puede ocurrir. En este caso la probabilidad de que la canica roja sea de
la urna B se determina de la siguiente forma:

P (urna B/roja) =

1/4 (0.60)
1/4 (0.10) + 1/4 (0.60) + 1/4 (0.80)+1/4 (0.00)

0.400 = &
15

De hecho, la probabilidad de que la canica roja se extraiga de cualquier
otra urna, se puede calcular de la misma manera:

P (urna A/roja) =

1/4 (0.10) _
1/4 (0.10) + 1/4 (0.60) + 1/4 (0.80)+1/4 (0.00)

0.067 = -

15

P (urna C/roja) =

1/4 (0.80) _
1/4 (0.10) + 1/4 (0.60) + 1/4 (0.80)+1/4 (0.00)

0.533=-8

15
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P (urna D/roja) =

1/4 (0.00) _
1/4 (0.10) + 1/4 (0.60) + 1/4 (0.80)+1/4 (0.00)

0.00 =9
15

Se deben observar dos cosas:

1. Lasuma de las probabilidades de las diferentes urnas (formas en que
puede "ocurrir" que salga la canica roja) es 1.00.
2. El denominador es el mismo para los cuatro calculos.

Veamos un (ltimo ejemplo: un estudio reciente indicé que 70% de
todos los estudiantes de economia tienden a utilizar la "fantasia” como
un mecanismo para superar la frustraciéon causada por la resolucion de
problemas estadisticos, y que 30% no los hacen por esa razon.

Un profesor de estadistica elaboré una prueba para medir si un
alumno fantaseaba o no. Generalmente el examen produce un resulta-
do positivo para 60% de los estudiantes que utilizan fantasias, y un
resultado negativo para 40% restante. En el caso de los no fantasiosos el
examen resulta positivo para 20% y negativo para 80%. Esta informa-
cion se puede resumir en forma tabular:

Probabilidad Resultados de las pruebas
a priori Positivos Negativos

0.70 Fantasiosos 0.60 0.40

0.30 No fantasiosos 0.20 0.80

Utilizando el Teorema de Bayes es posible determinar la probabilidad (a
posteriori) de que una persona utiliza fantasias obteniendo un resultado
positivo:
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P (fantasiosos/positivos) = 0.70 (0.60) =

0.70 (0.60) + 0.30 (0.20)

0.42

———=——=0.888
0.42+0.06

La esencia del Teorema de Bayes es la revision de las estimaciones ini-
ciales de la probabilidad (a priori), dada la evidencia de la muestra. Las
estimaciones revisadas reciben el nombre de probabilidades a posterio-
ri. Las bases para la verificacion son los resultados de una muestra par-
ticular mas el conocimiento de las probabilidades condicionales.

Una vez que hemos visto los diferentes ejercicios podremos plan-
tear una expresion general para el Teorema de Bayes.

De existir un nimero de "estados de la naturaleza" o situaciones
previas, como bolsa sobre la mesa, urnas con canicas, o tener o no tener
fantasias, cada uno con uno o mas resultados o eventos de muestreo
posibles, asociados con ellos, asi como el emparedado de jamon, la
canica roja, etc., la representacion tabular de éstos seria:

E, E, .. E,

S, P(E/S) P(E/S) ... P(E/S)
S, P(E/S,) P(E,/S,) ... P(E /S,)

S P(E/S) P(E/S ) ... P(E/S)
Por ejemplo: la probabilidad de que un resultado muestral, digamos E,

ocurra como consecuencia de un estado particular de la naturaleza,
digamos, S” se puede calcular de esta manera:

P(57E)=

P(S,) P(E, /S,)
P(S,) P(E, /S, )+P(S,) P(E, /S,)+...+P(S) P(E, /S,)
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El caso general se puede entender como la férmula del Teorema de
Bayes:

P(S,) P(E /S,)
P(S,) P(E /S)+P(S,) P(E, /S,)+...+P(5) P(E /S,)

Al estudiante le puede resultar un poco rebuscada pero releyendo los
ejercicios puede encontrar una facil comprensién de su aplicacion.



4. DISTRIBUCIONES DE
PROBABILIDADES DISCRETAS

Algo he aprendido en mi larga vida: que toda nuestra ciencia, contrastada con la
realidad, es primitiva y pueril; y, sin embargo,
es lo mas valioso que tenemos.

ALBERT EINSTEIN

Objetivos:
Al finalizar el capitulo el alumno sera capaz de:

» Comprender el concepto de distribucion de frecuencia y distri
bucion de frecuencia acumulada, y su aplicacion a problemas.

» Comprender los conceptos y propiedades de los operadores de
esperanza matematica y, varianza.

e Comprender los conceptos y propiedades de la distribucion
binomial y binomial generalizada, asi como su aplicacién en la
solucion de problemas.

e Comprender el concepto y propiedades de la distribucién
hipergeométrica, asi como su aplicacién en la solucién de pro
blemas.

» Comprender el concepto y propiedades de la distribucion de
Poisson, asi como su aplicacién en la solucion de problemas.

177
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INTRODUCCION

En el capitulo anterior estudiamos los principios basicos de la Teoria de
la Probabilidad. En esta unidad de lo que se trata es de combinar esos
conceptos para poder analizar una distribucién o varias, expresadas en
términos de probabilidad, es decir, en donde los datos sean analizados
en términos de las diferentes probabilidades que se asumen con la fina-
lidad de obtener distribuciones de probabilidad que describan lo que
probablemente sucedera en lugar de lo que sucedié realmente.

En este capitulo aprenderemos a calcular la media, también cono-
cida como esperanza matematica, la varianza y la desviacion estandar
para las distribuciones de probabilidad, asi como las tres familias de dis-
tribuciones de probabilidad discretas que se presentan con mayor fre-
cuencia: binomial, hipergeométrica y de Poisson.

4.1 CONCEPTOS BASICOS

En esta seccidon definiremos algunos conceptos que resultan basicos
para el estudio de esta unidad, el primero de ellos es:

Variable aleatoria: es una variable cuyo valor se encuentra determinado
por el azar para cada resultado de un experimento. En algunos experi-
mentos el resultado es cuantitativo como délares, pesos 0 nimero de
hijos y el resultado de otros es cualitativo como color o preferencia reli-
giosa. También podemos decir que una variable aleatoria es aquella de
la cual no podemos conocer su valor hasta que sucede, se representa
siempre utilizando alguna letra, por lo general X.

Algunos ejemplos de variables que podemos considerar aleatorias
son los siguientes:
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1. X = Ndmero de accidentes de Aeroméxico de entre siete vuelos
seleccionados al azar.

2. X =Numero de mujeres entre diez empleados recién contratados.

3. X= Numero de alumnos que faltaran mafiana a la clase de estadis
tica.

Usamos el término de variable aleatoria para describir el valor que
corresponde al resultado de un experimento, se utiliza la palabra "alea-
toria" para acordarnos que, por lo regular, no conocemos ese valor antes
de llevar a cabo el experimento.

Es importante mencionar que las variables aleatorias se dividen en
dos grupos, discretas y continuas. Para los fines de esta unidad solamen-
te trabajaremos con variables del tipo discretas; en la siguiente unidad
trabajaremos con el tipo de variables continuas.

Discretas: Una variable que sdlo puede tomar valores ente-
ros de algtin experimento de interés, o claramen-
te separados y definidos sus valores numéricos.

Variables

aleatorias _ . . o .

Continuas:  Tienen un nimero infinito de valores y éstos pue-
den asociarse a mediciones en escala continua de

tal manera que no hay huecos ni interrupciones.

Un ejemplo de algunas variables de este tipo serian: el computo del
ndmero de personas que entran a ver una pelicula es un nimero entero
Yy, por tanto, es una variable aleatoria discreta.

El caso de medir el tiempo registrado por un gran namero de corre-
dores en los ultimos 40 afios, digamos para la prueba de los 100 metros
planos, se puede considerar como una variable continua ya que puede
tomar valores tan cercanos entre si que si los observaramos graficamen-
te lo que veriamos serian puntos tan cercanos uno de otro que forma-
rian una especie de linea o curva continua.
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Como ya lo mencionamos, en lo que se refiere a esta unidad, sola-
mente vamos a analizar casos alusivos a variables discretas y con este
tipo de situaciones también examinaremos las posibles distribuciones de
probabilidad que se pueden aplicar para el estudio de los diversos feno-
menos que sean producto de variables discretas.

Ademas de identificar los valores de una variable aleatoria discreta,
a menudo podemos reconocer una probabilidad para cada uno de sus
valores.

Si conocemos todos los valores que puede tomar una variable alea-
toria, junto con sus correspondientes probabilidades, tenemos una dis-
tribucién de probabilidad que se define asi:

Distribucién de probabilidad: una distribucion de probabilidad indica
todos los resultados probables de un experimento, asi como la probabi-
lidad de ocurrencias de estos resultados, también podemos decir que es
una lista de todos los resultados de un experimento y la probabilidad
que se asocia con cada uno de ellos.

Es aquella que nos muestra la forma en que se encuentran distribui-
das las diversas probabilidades de cada valor que asume la variable
aleatoria.

Ejemplo: si retomamos la variable aleatoria que definimos anterior-
mente como: X += nimero de accidentes de Aeroméxico de entre siete
vuelos seleccionados al azar y digamos que se realizé el experimento y
se obtuvieron unos resultados a los cuales se les calcul6 su respectiva
probabilidad y se presentaron utilizando un cuadro que muestra la for-
ma en que quedaron distribuidas las respectivas probabilidades:



182 ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Distribucion de probabilidad del nGmero
de accidentes de Aeroméxico en un
total de siete

X P(X)

0.210
0.367
0.275
0.115
0.029
0.004
0.0+
0.0+

N U R WN = O

donde: 0.0+, significa que el valor es tan pequefio que se considera cero.

4.2 DISTRIBUCION DE FRECUENCIA Y DISTRIBUCION DE FRECUENCIA
ACUMULADA DE UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

A menudo se utilizan tablas o gréaficas para mostrar como la probabili-
dad total asignada a un espacio muestral se distribuye en relacién con
los resultados de dicho espacio. Las probabilidades indican el porcentaje
de veces respecto a un gran numero de observaciones en que se espera
que se presenten los diversos resultados de una variable aleatoria.
También podemos decir que una vez que tenemos una distribucion
de probabilidad de alguna variable o algun fendmeno, una primera
aproximacién para mostrar su comportamiento seria el método grafico,
en el cual se puede mostrar de varias formas la manera en que se
encuentran distribuidas las diferentes probabilidades, pero en este caso
s6lo veremos la forma en que se presentan los datos apoyandose en un
grafico conocido como distribucién de frecuencia (distribucién de pro-
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habilidad individual) y distribuciéon de frecuencia acumulada (distribu-
cion de probabilidad acumulada).

Comencemos con el ejemplo, ya que serd facil comprender estos
conceptos mediante este recurso. Considere la variable aleatoria X -
numero de caras al tirar dos veces al aire una moneda.

El espacio muestral de este experimento lo podemos visualizar y
calcular utilizando un diagrama de arbol, y seria el siguiente:

Tiros

Primero Segundo Total

A SA

A AA
A<
S AS

S SS

Si ahora ordenamos los valores obtenidos en el espacio muestral del
experimento, de acuerdo con el criterio definido anteriormente, es decir,
de acuerdo con el numero de caras que se pueden obtener, tenemos:

Niamero
Resultado  Probabilidad de caras P(x)

AA 1/4 0 0.25
AS 1/4 1 0.25
SA 1/4 1 0.25
5§ 1/4 2 0.25




184  ESTADISTICA DESCRIPTIVA

De esta manera la distribucién de probabilidad*? para el nimero de
caras al tirar dos veces una moneda comun es:

Numero de caras P(x)
0 0.25
1 0.50
2 0.25

Nota: hay que recordar que esto es lo mismo que haciamos cuando transformabamos
una serie simple en una serie de frecuencias, nada mas que ahora las frecuencias

se encuentran en términos de probabilidad.

Si expresamos estos valores en una gréafica de frecuencias o de probabi-
lidad individual quedaria como sigue:

Histograma de frecuencias de

NUm. de caras

La misma distribucion se puede presentar ahora en forma acumulada;
recordemos que la manera de expresar un conjunto de valores de forma
acumulada es la siguiente:

2 Es importante resaltar que en una distribucion de probabilidad se debe cumplir el su-
puesto de que la suma de todas las probabilidades siempre tiene que ser igual a uno.
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Nimero P(x)

de caras P (x) Acum.
0 0.25 0.25
1 0.50 0.75
2 0.25 1.00

Gréaficamente:*?

Histograma de frecuencias
acumuladas de probabilidad

0 1 2

NGm. de caras

Finalmente diremos que toda distribucion de probabilidad debe satisfa-
cer dos requisitos:

Donde: x asume todos los valores posibles para todo valor de x.

“ Este tipo de gréaficas se conoce como histograma de probabilidad, es muy semejante a
los histogramas de frecuencia relativa pero en la escala vertical indica probabilidades en
lugar de frecuencias reales.
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Cabe mencionar que una distribucion de probabilidad se puede
describir mediante una tabla, graficamente o como una funcion.

Como ya vimos la forma de tabla y grafica solo faltaria la de fun-
cion, pero, para no complicar las cosas pondremos un ejemplo de lo
gue es una funcion;

Determine P (x) = x/3 (donde x puede ser 0, 1 0 2), una distribucién de
probabilidad.

Solucién:

Para la funciéon dada podemos ver que si evaluamos la funcién en los
valores que puede tomar la variable obtenemos:

X P (x)
0 0/3
1 1/3
2 2/3

En este caso veamos si satisface los requisitos gue mencionamos ante-
riormente:

+

a. EP(x)_-

w |

+2-:§:1
3 3

W=

b.o<p (x)<__'l = Cada uno de los valores de probabilidad se encuentra

entre Oy 1.

Dado que si satisface ambos requisitos la funcién de probabilidad dada
en este ejemplo si es una distribucidén de probabilidad.

El estudiante puede realizar la presentacion grafica vy, si lo desea,
puede comprobar lo mismo para la siguiente funcién: P{x) = x/5 (donde
X puede asumir los valores 0, 1, 2, 3).
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4.3 DEFINICION Y PROPIEDADES DE LOS OPERADORES:
ESPERANZA MATEMATICA Y VARIANZA

En la unidad dos vimos que cualquier serie de datos ya sea simple, de
frecuencias o de clases y frecuencias, tiene tres caracteristicas extrema-
damente importantes:

a. Medidas de tendencia central (media, entre otras)

b. Medidas de dispersion (varianza y desviacion estandar)

c. Lanaturaleza o la forma de la distribucién, digamos forma de cam
pana, etcétera.

En lo que respecta a las distribuciones de probabilidad, no hay que perder
de vista que aunque sean valores expresados en términos de probabili-
dad, seguimos trabajando con series de datos y por esta razén tenemos
gue estimar o poder calcular estadisticos de tendencia central o de disper-
sién para este tipo de distribuciones. En este caso, el histograma de pro-
babilidad que vimos puede darnos una idea de la naturaleza o la forma
de la distribucion de probabilidad. Pero para calcular estadisticos de
tendencia central y de dispersion utilizaremos algunas férmulas que
veremos a continuacion.

La media que en probabilidad se conoce con el nombre de esperan-
Zza matematica y se representa como E (x), la varianza y la desviacion
estandar de una distribucion de probabilidad se pueden calcular apli-
cando las siguientes férmulas:

Media o esperanza matematica: E(x):z[x P(x)]

2
Varianza: 52:2[()(1. - Y) * P(x)] : 52:{2‘,[(x2) (P(x))]—?z}
Desviacién estandar: s:\/s—2

Cuando calculamos la media de una distribucion de probabilidad que
se conoce también como la esperanza matematica, obtenemos el valor
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promedio que esperariamos consequir si los ensayos pudieran repetirse
indefinidamente, representa también el valor promedio de largo plazo
de la variable aleatoria.

Como sabemos, la media es el valor tipico que se usa para resumir
una distribucion de probabilidad discreta; sin embargo, no describe la
cantidad de dispersion (variacion) en una distribucion, por su parte, la va-
rianza si lo hace. Ya conocemos la formula, los pasos para realizar el
calculo son (para la primera férmula):

a. Restar la media a cada valor y elevar la diferencia al cuadrado.
b. Multiplicar el cuadrado de cada diferencia por su probabilidad.
c. Sumar los productos resultantes para obtener la varianza.

La desviacion estandar nos da una medida de qué tanto la distribucion
de probabilidad esta dispersa alrededor de la media. Una desviacion
estandar grande refleja una dispersion considerable, mientras que una
desviacion estandar menor refleja una variabilidad méas baja con los
valores relativamente cerca de la media.

Veamos un ejemplo para que se comprenda la aplicacion de estos
conceptos: José Luis Fraga Pérez vende automoviles nuevos de la com-
pafiia Ford; normalmente, los sabados son los dias en que Luis vende el
mayor nimero de autos, con su experiencia ha logrado construir una
distribucion de probabilidad para el nUmero de vehiculos que espera
vender un sabado en patrticular.

Autos vendidos Probabilidad
X P (X)
0 0.10
i 0.20
2 0.30
3 0.30
4 0.10

1.00
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1. ¢Qué tipo de distribucion es ésta?
2. Enun sabado tipico, ¢ cuantos automoviles espera vender Luis?
3. ¢Cudl es la varianza de la distribucion? ¢,Cual es la desviaciéon estandar?

Solucion:

1. Se trata de una distribucion de probabilidad discreta. Luis espera ven
der sdlo un determinado namero de automéviles; o también podria
mos decir que soélo espera vender autos completos y no en partes.

2. Para calcular el numero promedio de automdviles vendidos aplica
remos la férmula que ya conocemos.

E(x)=3]x P(x)]-
(0) (0.10)+(1) (0.20) +(2) (0.30) + (3) (0-30) + (4) (0. 10) = 2.1

Cuando las distribuciones son muy grandes se puede utilizar una
tabla como auxiliar para realizar los célculos; en nuestro ejemplo
guedaria:

Autos
vendidos  Probabilidad

X P(X) (X) P(X

0 0.10 0.0

1 0.20 0.2

2 0.30 0.6

3 0.30 0.9

4 0.10 0.4
1.00 2.1

Interpretacion: este valor indica que, a lo largo de varios sabados,
Luis vendera 2.1 autos al dia. Por supuesto, no es posible que Luis
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venda exactamente 2.1 autos en un sdbado especifico, por lo tanto, la
media a veces se conoce como valor esperado en el largo plazo. 3.
Para calcular la varianza tenemos que apoyarnos en una tabla que nos
permita hacer los calculos con facilidad.

Aut. vend. Probabilidad

X P (X) (X=x) (X=x)? (X=x)? P(X)

0 0.10 0-21 4.41 0.441

1 0.20 1-2.1 1.21 0.242

2 0.30 2-21 0.01 0.003

3 0.30 3-2.1 0.81 0.243

4 0.10 4-21 3.61 0.361
1.290

El resultado seria: 2 -3

(x-;?)z » P(X)]— 1.290

También podemos calcular la varianza utilizando la otra formula que
se menciond anteriormente, por lo general se usa la primera pero no
esta por demas que el estudiante conozca un camino alternativo:

Autos vendidos Probabilidad
X X2 P (X) X2 P(X)
0 0 0.10 0.0
1 1 0.20 0.2
2 4 0.30 1.2
3 9 0.30 2.7
4 16 0.10 1.6
7

Una vez auxiliados por la tabla procederemos con la aplicacion de
la férmula:
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5 ={§[[x2) (P(x,l)]}:S.? ~(2.1) =1.29

Como podemos observar se llega al mismo resultado.
Se debe recordar que la desviacion estandar es la raiz cuadrada
de la varianza. En nuestro problema:

s=Vs*=41.29=1.136

Interpretacion: podemos decir que la variacion promedio con res-
pecto a la media es de 1.136 autos, es decir, que las ventas pueden
variar con respecto al promedio en 1.136 autos cada sdbado. Otra
manera de entender esto seria pensando que existe otro vendedor de
autos, Pedro, y que también tiene una media de 2.1 autos pero su
desviacion estandar es de 1.91 autos, en este caso se podria decir que
existe una mayor variabilidad en las ventas sabatinas de Pedro que en
las de José Luis (porque 1.91 >1.136).

Ejercicios (4.3.1):

1. Calcule la media, la varianza y la desviacion estandar de la siguien-
te distribucién de probabilidad discreta.

X P (X)
0 0.20
1 0.40
2 0.30
3 0.10

2. Calcule la media, la varianza y la desviacion estandar de la siguien-
te distribucioén de probabilidad discreta.
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X P (X)
2 0.50
10 0.20
80 0.30

3. Los tres cuadros que se presentan a continuacion muestran los valo-
res de la variable aleatoria y sus probabilidades. Sin embargo, s6lo
uno de éstos es una distribucion de probabilidad, diga cual es.

X P(X) X P X) X P (X)

5 0.3 5 0.1 5 0.5

10 0.3 10 0.3 10 0.3

15 0.2 15 0.2 15 -0.2
20 0.4 20 0.4 20 0.4

4. Alejandro Aranda es el propietario y gerente de un negocio de des-
ayunos. Alejandro ofrece llenar en forma gratuita las tazas de café en
todas las érdenes de desayuno. Alejandro recolectd la siguiente
informacion sobre la cantidad de veces que se vuelven a llenar las
tazas. Calcule la media, la varianza y la desviacion estandar para la
distribucion del numero de veces que se llenaron las tazas e inter-
prete los resultados.

Llenado Porcentaje
0 30
1 40
2 20
3 10
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El director de admisiones de la Universidad Iberoamericana del
Distrito Federal calcula la distribucion de las admisiones de estu-
diantes para el primer semestre, con base en la experiencia previa.
¢,Cudl es el nimero esperado de admisiones en ese semestre? Calcule
la varianza y la desviacion estandar e interprete los resultados.

Admisiones Probabilidad

1000 0.6
1200 0.3
1500 0.1

4.4 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD BINOMIAL Y BINOMIAL GENERALIZADA

4.4.1 Distribucién binomial**

La distribucion de probabilidad binomial es un ejemplo de distribucion
de probabilidad discreta. El término "binomial" se utiliza para designar
situaciones en las que los resultados de una variable aleatoria se pueden
agrupar en dos clases o categorias.

Una caracteristica de distribuciéon de este tipo es que sélo existen
dos resultados posibles para un ensayo particular de un experimento.
Hay muchos ejemplos de variables aleatorias que se pueden clasificar
como binomiales: respuestas a un examen de verdadero-falso, respues-
tas afirmativas o negativas a un cuestionario, productos manufacturados
clasificados como defectuosos o satisfactorios, pequefios de un jardin de
nifios que han sido vacunados o no y sistemas de calificacion de apro-
bados 0 no. Ademas, en general, las variables con resultados multiples
se pueden tratar como binomiales cuando sélo uno de los resultados es

4 La "distribucion binomial" fue descubierta por Santiago Bemoulli en el afio de 1700.
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de interés. De ahi que las respuestas a un examen de opcién multiple
pueden ser correctas o incorrectas; en una urna puede haber canicas de
cinco colores pero si lo que deseamos es s6lo sacar una canica verde,
el resultado se puede considerar como verde-no verde; o bien, puede
haber cinco aspirantes para una sola vacante de empleo, y el resultado
final se puede establecer en términos de aceptado 0 no aceptado. Aun
los resultados de una variable continua se pueden reducir a dos clases
mutuamente excluyentes. Por ejemplo, la velocidad de un auto se puede
considerar, y cominmente asi ocurre, como dentro del limite permitido
de velocidad o por encima de dicho limite. Similarmente, se puede
decir, si un atleta corre 1 km en menos de cuatro minutos o si no lo
logré, si una persona tiene una estatura mayor de 1.80 metros o no, etcé-
tera.

Es completamente normal referirse a las dos categorias de una dis-
tribucion binomial como "éxito" y "fracaso", aunque para los objetivos
del célculo no importa a cual le dé un nombre u otro, dado que las dos son
complementos. Por ejemplo, si interviene en un juego de azar con un
amigo, el éxito de usted representa el fracaso de este ultimo.

Con frecuencia, a las observaciones de un experimento binomial se
les conoce como "ensayos”. Por ejemplo, un problema puede requerir
la determinacion de la probabilidad de cinco resultados satisfactorios en
siete ensayos (observaciones).

La distribucion binomial sirve para determinar la probabilidad de
cierto nimero de resultados satisfactorios en un numero dado de obser-
vaciones.*® Por ejemplo, supéngase que se sabe que 80% de los votan-

5 Otra explicacion del porqué se utiliza la distribucion binomial serfa la siguiente: si tira-
mos cien veces cinco monedas perfectamente bien hechas e iguales, y registramos las
veces que sale una sola moneda en aguila, las veces que salen tres, las que salen cuatro,
y las veces que salen aguilas en las cinco monedas: formamos una distribucion de fre-
cuencias con las veces que se repiten cada uno de los sucesos; pero es posible deducir
matematicamente esta distribucién sin necesidad de recurrir a la practica. En efecto, uti-
lizando el célculo de la probabilidad binomial podemos definir la probabilidad de obte-
ner cinco o cuatro aguilas, las que sean sin tener que realizar todo el procedimiento
largo.
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tes registrados en un distrito tienen mas de 30 afios de edad. Si alguien
quiere saber la probabilidad —en una muestra de 10 votantes registra-
dos— de encontrar siete 0 mas votantes mayores de 30 afios, se diria
entonces que el éxito es igual al nimero de votantes registrados, y que
P (éxito) = 0.80.

Antes de conocer la férmula que se requiere en el calculo de proba-
bilidades del tipo binomial hay que mencionar que se tienen que satis-
facer ciertos supuestos, los cuales se mencionan a continuacion:

a. Existen n observaciones o ensayos idénticos.

b. Cada ensayo tiene dos posibles resultados, uno denominado
"éxito" y el otro "fracaso".

c. Las probabilidadades de éxito Py de fracaso (1-P), se mantie
nen constantes para todos los ensayos.

d. Los resultados de los ensayos son independientes entre si.

Para construir una distribucion de probabilidad binomial especifica, se
debe conocer 1) el nUmero de ensayos y 2) la probabilidad de éxito de
cada ensayo. Ahora bien, la férmula de la distribucién de probabilidad
binomial que se utiliza es la siguiente:

P(x)=,CP(1-P

Donde: C- denota una combinacién n=es el
ndmero de ensayos x = es el nimero de
éxitos P - la probabilidad de éxito de cada
ensayo

Veamos algunos ejemplos de cémo se utiliza la férmula de la distribu-
cion de probabilidad binomial.

Ejemplo: Cada dia, Mexicana de Aviacion, tiene cinco vuelos desde el
Distrito Federal a Monterrey. Suponga que la probabilidad de que algu-
no de los vuelos se retrase es de 0.20.
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a. ¢ Cual es la probabilidad de que ninguno de los vuelos se retrase el
dia de hoy?

b. ¢Cuadl es la probabilidad de que exactamente uno de los vuelos se
retrase este dia?

c. ¢Cual es la probabilidad de que exactamente dos de los vuelos se
retrasen este dia?

d. ¢Cual es la probabilidad de que exactamente tres de los vuelos se
retrasen este dia?

Solucién:

Utilizando la formula. La probabilidad de que un vuelo en particular se
retrase es de 0.20, de modo que sea P = 0.20. Hay cinco vuelos, de
modo que n =5, y x se refiere al nUmero de éxitos. En este caso, un éxito
es un avion que llega tarde.

Si gueremos resolver la primera interrogante, que el nimero de lle-
gadas con retraso sea igual a cero, entonces x - 0. Aplicando la formula:

(¥)=.CPr(1-Py

P(0)= CU(OQO) (1-0.20 )0
P(0)=(1)(1)(0.3277) = 0.3277

b. ¢Cual es la probabilidad de que exactamente uno de los vuelos se
retrase este dia?

P(1)=,C (0.20) (1-0.20
P(0)=(5)(0-20)(0.4096)=0.4096

c. ¢Cual es la probabilidad de que exactamente dos de los vuelos se
retrasen este dia?
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2

P(2)=5C2 (0'20) (1-0.20)5-2
P(0)=(10)(0.04)(0.512)=0.2048

d. ¢Cudl es la probabilidad de que exactamente tres de los vuelos se
retrasen este dia?

P(3)=sC, (0.20]3 (1-0.20)53
P(0)=(10)(0.008)(0.64)=0.0512

Ahora vamos a mencionar que una distribucion de probabilidad bino-
mial es una distribucién tedrica que, como se ha ilustrado, puede calcu-
larse mediante la férmula que ya hemos visto. Sin embargo, cuando los
problemas involucran un valor de n, que no sea tan pequefio, los calcu-
los pueden ser demasiado tediosos. Para resolver estos problemas se ha
desarrollado lo que se conoce como Tablas binomiales individuales
(véase tabla 1, en el apéndice). Para utilizar las tablas sucede como en
la férmula, se requieren tres factores de informacién: n, que es el nime-
ro de observaciones, P, que es la probabilidad de éxito, y x, que es la
cantidad especifica de éxitos. Con estos tres valores podemos calcular
probabilidades del tipo binomial para problemas especificos.

En la tabla 1, se muestra parte de una tabla binomial; en la parte
superior de dicha tabla se indican los valores seleccionados de P, los
cuales varian en incrementos de 0.05; en la parte inicial del lado
izquierdo se encuentran los tamafios de las muestras n y x, que se refie-
re a los posibles éxitos o valores que puede tomar x. Obsérvese que para
cada n el nimero posible de éxitos x se listan (de O a ti).

Ahora bien, ¢como vamos a utilizar la tabla? Calculemos las mismas
probabilidades que se pedian en el ejercicio anterior pero ahora utilice-
mos la tabla.

a. ¢Cual es la probabilidad de que ninguno de los vuelos se retrase el
dia de hoy? Recordemos que en este ejercicio, P =0.20, n-5yen
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este caso x = 0. Con estos valores lo primero que hacemos es ubicar
el valor de n dentro de la tabla (n = 5), después situamos el valor de
X también dentro de la tabla (x = 0), y finalmente establecemos el
valor de la probabilidad con la que estamos trabajando, en este caso
P=0.20. Cuando ya tenemos ubicados los valores encontramos el
punto en donde se interceptan (el valor de x y el valor de P) y listo,
ese es el valor de la probabilidad buscada.

Para ilustrar este procedimiento reproducimos una pequefa parte
de una tabla de probabilidad, y siguiendo el orden de los nimeros
(encerrados en circulo), podemos ver como se establece el valor
deseado, mismo que ya habiamos calculado con anterioridad.

Tabla 1

©,

N

n X 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.95

1 0 0.9500
1 0.0500

2 0 0.9025

1 00950 ...
2 00025 ... Y

@—» 5— 0
1 02036 ... 0.4096
2 0.2048
3 0.0512
4 0.0064
5 0.0003

Si el estudiante ya comprendio el procedimiento, sera facil que se
calculen las demas probabilidades.
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Ahora bien, existen otras variantes que se presentan en el calculo de
probabilidades, por ejemplo, veamos el caso en el que se desea calcu-
lar la probabilidad de que se retrasen tres 0 menos vuelos.

A

(3 0 menos)

Como debemos recordar, la formula y la tabla nos permiten calcular pro-
babilidades exactas, y en este caso, como se puede ver en el dibujo, lo que
se necesita saber son las probabilidades de 0,1, 2 y 3, para contestar la pre-
gunta. Como ya las habiamos calculado podemos responder facilmente:

P(3 0o menos) =P (0) + P(1) + P(2) + P(3) = 0.3277 + 0.4096 + 0.2048
+0.0512 =0.9933

Pero imaginemos que no las habiamos calculado y que el numero de
ensayos es mayor, entonces tendriamos que realizar algunas estimaciones
gue serian laboriosas. Afortunadamente también como en el caso de las pro-
babilidades anteriores, existe una tabla que tiene los valores previamente
evaluados de las probabilidades de este tipo y es la que veremos a con-
tinuacion.

4.4.2 Distribucion binomial generalizada

También se le conoce como "distribucion binomial acumulativa", como
ya mencionamos anteriormente, en estadistica muchos problemas requie-
ren del empleo de la probabilidad combinada de un grupo de resultados
en lugar de un resultado Unico. Por lo general, los resultados de interés son
aquellos mayores a cierto numero especificado. Por ejemplo, el interés
puede concentrarse en la probabilidad de obtener cinco o menos caras en
10 tiradas de una moneda. Tales preguntas se pueden contestar utilizando
una tabla de probabilidades binomiales individuales, no obstante, este
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método requerird buscar las probabilidades en la tabla y después sumar-
las, como ya lo vimos. Una alternativa mas eficaz es utilizar una tabla de
probabilidades acumuladas o acumulativas, en virtud de que este tipo
de valores individuales ya se encuentran sumados (acumulados), lo que
ahorra tiempo, y reduce la posibilidad de cometer errores en el calculo.

La forma en que se presenta la tabla de probabilidades acumulati-
vas 0 acumuladas es casi idéntica a la tabla de probabilidades binomia-
les individuales. Su uso es el mismo, nada mas que en este caso el valor
gue se obtiene ya viene acumulado 0 mas bien ya es la suma de todos
los valores de probabilidad anteriores (véase tabla 2, en el apéndice).

Es muy importante mencionar que las probabilidades acumuladas
gue se muestran son para X 0 menos éxitos, en lugar de las probabilida-
des de exactamente x éxitos que se observan en la tabla de probabili-
dades binomiales individuales.

En la tabla 2, se muestra parte de una tabla acumulativa. Reproduci-
mos la misma parte que en el ejemplo de la probabilidad individual para
que el estudiante note la diferencia en los valores que arroja como resul-
tados, o bien, para que se vea como son valores que se van acumulando:

Tabla2
P
n X 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0,95
1 0 09500
1 1.0000
2 0 09025
1 09975
2 1.0000
5 0 07738 .. 0.3277
1 0.9774 0.7373
2 0.9421
3 0.9933
0.9997

[, =N

1.0000
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Si retomamos el ejemplo donde nos pedian calcular la probabilidad de
gue se retrasaran tres 0 menos vuelos, en ese momento tuvimos que rea-
lizar el calculo sumando las probabilidades individuales de cada suce-
so. Utilizando la tabla de probabilidades acumuladas s6lo tenemos que
ubicar el valor de n, después el valor de x, y finalmente ubicar el punto
donde se interceptan y ahi se encuentra el valor buscado.

Q
7

n X 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.95
1 0 0.9500

1 1.0000
2 0 0.9025

1 0.9975

2 1.0000

o

0.7738 0.3R77
0.9774 0.7373
0.9421

O—i
®

0.9997
1.0000

(SN N TC R N
Y

Resulta facil verificar que este es el resultado al que habiamos llegado
con el célculo de las probabilidades individuales, pero resulté mucho
menos laborioso.

Es importante mencionar que una tabla de probabilidad acumulada
se puede utilizar de diferentes formas. Puede emplearse para encontrar
directamente la probabilidad de que xsea igual a cierto nUmero especi-
fico de éxitos o menor a éste. Y se puede usar indirectamente para obte-
ner tanto la probabilidad de que x sea mayor que cierto nimero de éxi-
tos, como la probabilidad de exactamente x éxitos, veamos esto.
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Ya vimos el primer caso cuando buscamos la probabilidad de que x
fuera menor o igual a tres vuelos retrasados, supongase que ahora se
quiere calcular la probabilidad de que x sea mayor a tres vuelos con
retraso.

En este caso se utiliza el complemento, como ya sabemos que la
probabilidad de que tres vuelos 0 menos se retrasen es igual a 0.9933,
entonces, la probabilidad de que mas de tres vuelos se retrasen seria:

Si P(x<3)=0.9933, entonces P(x>3)=1-0.9933=0.0067

Noétese que el resultado es o mismo que la suma de las probabilidades
individuales de cuando la P (x - 4) y P (x = 5), es decir, de las probabili-
dades faltantes.

Cuando queremos calcular una probabilidad exacta utilizando la
tabla de probabilidades acumuladas sélo tenemos que hacer una resta.
Tomemos el caso donde se desea calcular la probabilidad de que se re-
trasen exactamente tres vuelos. Utilizando la tabla acumulada P(x = 3):

P(x3) Comprende 1,2y 3 y esigual a 0.9933
P(x2) Comprende 1y 2 y esigual a 0.9421
P(x-3) Comprende 3 y esigual a 0.0512

El valor de P (x = 3), utilizando la tabla de probabilidad acumulada se
obtiene:

Pix=3)=P(x<3)-P(x<2)=0.9933 - 0.9421 = 0.0512

Podemos verificar que es el mismo resultado que ya habiamos calcula-
do anteriormente.

Finalmente mencionaremos que, como lo vimos en unidades anterio-
res, cuando estudiamos las series, se necesitaba una medida de tendencia
central y una medida de dispersién para describir el comportamiento de
un conjunto de valores. En el estudio de las distribuciones binomiales
también se calculan las medidas de tendencia central y de dispersion,
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que nos dan una idea del comportamiento de los valores. Las medidas
son la media y la desviacion estandar.

La media de una distribucion binomial es el promedio a largo plazo,
o el valor esperado de una variable aleatoria binomial. La desviacién
estandar de una distribucion binomial indica el grado en que los valo-
res muéstrales tenderdn a variar a partir de la media de la distribucion.
Las férmulas correspondientes son las siguientes:*°

La media de una distribucion binomial: x=np
La desviacion estandar: s=Jnpt\-p\

Ejemplo: calcular la media y la desviacion estandar para el ejemplo de
los vuelos.

Ejercicios (4.4.1)
1. En una situacién binomial n =4 y p = 0.25. Determine las siguien

tes probabilidades utilizando la férmula binomial. Compruebe con
las tablas que el resultado sea correcto.

a P(x=1)
b. Px=2)
c. P(x=23)

2. En una situacion binomial n - 5y p = 0.40. Determine las siguien
tes probabilidades utilizando la férmula binomial. Compruebe con
las tablas que el resultado sea correcto.

“ En algunos libros se maneja también el caso en el que el nimero de éxitos se expresa en
porcentaje y no en valores absolutos, en estos casos la media y la desviacion estandar se
calculan aplicando las siguientes férmulas: ¥=p, fa s=\pr1-p)/n, donde p = al por-
centaje de éxito.
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a P(x=1)
b. P(x=2)
c. P(x=23)

Los registros de una pequefia compafiia de servicios indican que 40%
de las facturas que envian son pagadas después de la fecha de venci
miento. Si se envian 14 facturas, encuentre la probabilidad de que:

a. Ninguna se pague con retraso.
b. Cuando menos dos se paguen con retraso.
c. Cuando menos la mitad se pague con retraso.

En una distribucion binomial n = 8 y p = 0.30, encuentre las siguien
tes probabilidades:

a. La probabilidad de que x sea igual a dos.
b. La probabilidad de que x sea igual o menor a dos.
c. La probabilidad de que x sea igual o mayor a tres.

En un estudio reciente se descubrié que 90% de los hogares en el
Distrito Federal tenian televisor. En una muestra de nueve hogares,
cual es la probabilidad de que:

a. Los nueve tengan televisor.

b. Menos de cinco tengan televisor.

c. Mas de cinco tengan televisor.

d. Al menos siete hogares tengan televisor.

Un fabricante de marcos para ventanas sabe, con base en su larga
experiencia, que 8% de su produccion tendra algin pequefio defecto
gue requerira ajuste. Cual es la probabilidad de que en una muestra
de 20 marcos:

a. Ninguno requiera ajuste.
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b. Al menos uno requiera ajuste.
c. Més de dos requieran ajuste.

4.5 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD HIPERGEOMETRICA

Tanto la distribucién binomial como la hipergeométrica se ocupan de la
misma cuestion: el nUmero de éxitos en una muestra que contenga n
observaciones. Lo que distingue a estas dos distribuciones de probabili-
dad discreta es la forma como se obtienen los datos. Para el modelo
binomial, los datos de la muestra se extraen con reemplazo para una
poblacion finita o sin reemplazo para una poblacion infinita. Por otra
parte, para el modelo hipergeométrico, los datos de la muestra se
extraen sin reemplazo de una poblacion finita.

Para que se aplique la distribucién binomial, la probabilidad de
éxito debe permanecer igual en cada ensayo. Por ejemplo, la probabili-
dad de acertar la respuesta correcta en una pregunta de verdadero o
falso es de 0.50. Esta probabilidad permanece igual para cada pregunta
en un examen. Asimismo, suponga que 40% de los votantes registrados en
una delegacién sean partidarios del Partido Accidon Nacional (PAN). Si se
eligen al azar 27 votantes registrados, la probabilidad de elegir un par-
tidario del PAN en la primera seleccion es de 0.40. La probabilidad de
elegir un partidario del PAN en la segunda seleccién es de 0.40, supo-
niendo que el muestreo se realice con reemplazo, es decir, que la per-
sona elegida se coloque de nuevo en la muestra antes de seleccionar al
siguiente.

Sin embargo, la mayoria de los muestreos se realiza sin reemplazo.
Asi, si la poblacion es pequefia, la probabilidad cambiara en cada
observacion. Por ejemplo, si la poblacion consiste en 20 articulos, la
probabilidad de seleccionar un articulo especifico de esa poblacion sera
de 1/20. Si la muestra se hace sin reemplazo, luego de la primera selec-
cion so6lo quedaran 19 articulos; la probabilidad de elegir un articulo



206  ESTADISTICA DESCRIPTIVA

especifico en la segunda seleccion es de sélo 1/19. Para la tercera selec-
cion, la probabilidad es de 1/18, y asi sucesivamente. Esto supone que
la poblacion es finita,*’ es decir, la cantidad de elementos en la pobla-
cién es conocida y relativamente pequefia en su numero.

Ejemplos de poblaciones finitas son los 5 320 afiliados al PAN en la
delegacion Alvaro Obregdn, las 20 000 solicitudes para ingresar al nivel
medio superior y los 20 estudiantes del curso de estadistica descriptiva
del grupo 3205.

Recuerde que uno de los criterios para aplicar la distribucion bino-
mial es que la probabilidad de éxito de un evento permanezca cons-
tante, es decir, igual de un ensayo al siguiente. Como la probabilidad no
permanece igual de un ensayo a otro en los casos en que la muestra pro-
cede de una poblacién relativamente pequefia y sin reemplazo, la dis-
tribucién binomial no se utiliza. En vez de eso, se aplica la "distribucion
hipergeométrica".

Las condiciones que se deben cumplir para aplicar una distribucion
hipergeomeétrica son:

1. Que el tamafio de la poblacion sea pequefio.

2. Que la seleccidn de la muestra de una poblacién finita sea sin
reemplazo.

3. Que el tamafio de la muestra n sea mayor 5% de la poblacion N.

Si se cumplen estas condiciones se puede aplicar la distribucion hiper-
geométrica para determinar la probabilidad de un niumero especifico de
éxitos o fracasos.

La férmula que se utiliza en la distribucion hipergeométrica es:

P(X)ZM

~G

n

" Una poblacién finita podemos definirla como una poblacién que consiste de un peque-
fio nimero de personas, objetos o mediciones.
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Donde:

N es el tamafio de la poblacién.

S es el numero de éxitos en la poblacion.

X es el nUmero de éxitos que son de interés (en la muestra).
Puede ser 0, 1, 2, 3, ... n es el tamafio de la muestra

0 el nUmero de ensayos.

Ejempilos:

1. Suponga que durante la semana se fabricaron 50 estaciones de vi-
deojuegos; cuarenta de ellas funcionaron perfectamente y diez
tuvieron al menos un defecto. Se selecciond al azar una muestra de
cinco sin reemplazo. Utilizando la férmula hipergeométrica, ¢ cual
es la probabilidad de que 4 de los 5 videojuegos funcionara perfec-
tamente?

Respuesta:

Observe que el muestreo se realiza sin reemplazos, y que el tamafio
de la muestra es de 5, es 5/50 x 100, es decir, 10% de la poblacion.
Esto es mayor al requerimiento de 5%. En este ejercicio:

N =50, el nUmero de estaciones de juego fabricadas.
n =5, el tamafio de la muestra.
5 =40, el niUmero de estaciones de juego en la poblacion que
funciona bien, x = 4, el nUmero de aparatos en la muestra
gue queremos que
funcionen bien.

Se desea encontrar la probabilidad de que cuatro estaciones en la
muestra funcionen perfectamente.

Si utilizamos la férmula, obtenemos:
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P (o)- (sC ) (nesGCor) P (o) (50Cs) (s0-s0Cons)

( )(C ) (91390)(10) o
wCi)0G) (91 390)(10
P(4): 50Cs " 2118 760 =043t

Por lo tanto, la probabilidad de seleccionar 5 estaciones de juego y
encontrar que cuatro funcionan perfectamente es de 0.431.

Las probabilidades hipergeométricas de que 0, 1, 2, 3, 4y 5 esta-
ciones de juego funcionen perfectamente en la muestra de 5 que se
seleccionaron al azar la podemos observar en la siguiente tabla:

Probabilidades hipergeométricas

Estaciones que
funcionan bien Probabilidad

0 0.000*
0.004
0.044
0.210
0.431
0.311

(& B S O R S

(*) En realidad es 0.0001

Con la idea de comparar las distribuciones de probabilidad binomial
e hipergeométrica, en la siguiente tabla se muestran las probabili-
dades binomial aproximada®® e hipergeométrica para el ejercicio
desarrollado es:

8 Como 40 de las 50 estaciones funcionaron correctamente, la probabilidad binomial
de elegir una estacion de juego perfecta en un ensayo es de 40/50 = 0.80, y conn =5,
p = 0.80, se pueden utilizar las tablas de probabilidad binomial para calcular los valo-
res correspondientes.
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(*) En realidad es 0.0001

Probabilidades binomial e hipergeométrica
para el problema de las estaciones de juego

Probabilidad Probabilidad

Estaciones que hipergeométrica binomial
funcionan bien P(x) n=5, p=0.80

0 0.000* 0.000

1 0.004 0.006

2 0.044 0.051

3 0.210 0.205

4 0.431 0.410

5 0.311 0.328

Por lo tanto, cuando no es posible cumplir el requerimiento binomial de
una probabilidad constante de éxito se utiliza en su lugar la distribucién
hipergeomeétrica. Sin embargo, como lo muestra la tabla anterior, en mu-
chas condiciones los resultados de la binomial se aproximan en forma
muy cercana a la hipergeométrica. Como regla debemos considerar que
si el tamafio de la muestra es menor a 5% de la poblacién, es posible usar
la distribucion binomial para aproximar los resultados que obtendriamos
con la distribucién hipergeométrica, es decir, cuando n<0.05/V, utilizar
la distribucion binomial sera suficiente. Veamos un ejemplo de probabi-
lidad clasica

2. Supongase que se desea determinar la probabilidad de obtener dos
tréboles en cinco intentos de una baraja normal de 52 cartas bien
barajada.

Respuesta:
En este caso la poblacion, N = 52, es finita, para determinar la pro-

babilidad, primero se debe saber si la muestra de n = 5 cartas se
toma con o sin reemplazo.
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En el primer caso se seleccionaria, se observaria y se remplaza-
ria una sola carta, y después se volverian a barajar las 52 cartas antes
de la siguiente seleccion. En estas circunstancias la probabilidad de
éxito seria la misma en todos los casos, 13/52. Asi mismo, el resul-
tado de una seleccidon es independiente del resultado de cualquier
otra. En este caso, el problema se puede resolver con el criterio bino-
mial.

Por otra parte, si se hacen cinco selecciones sin reemplazo, la
probabilidad de éxito cambia de una seleccién a otra, segun qué car-
tas previas se hayan seleccionado ya. Dado que se muestra sin reem-
plazo, una carta particular seleccionada ya no se puede tomar otra vez.
Con esto, se puede describir en forma intuitiva el calculo de la pro-
babilidad hipergeométrica a realizar. Segun el tipo de cartas que ya
se hayan seleccionado, podemos ver en el siguiente dibujo el grupo
de probabilidades cambiantes observadas para este ejemplo en par-
ticular:

1 carta 2° cana 3 carta 4 carta 5 carta
— — "_g E o
2 2 ® ) X3
"0 0 5 = =
= = o o o
Zz Z Z
P=13/52 P=12/51 P=39/50 P=38/49 P=137/48

Recordemos que en nuestro problema tenemos:

N =52, el nimero de cartas.

n - 5, el tamafo de la muestra.

S - 13, el nimero de tréboles en el mazo de cartas.
X = 2, el nimero de tréboles que se quiere obtener.

Ahora bien, utilizando las combinaciones podemos determinar que
hay
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C2=—220 _ _7598 960

formas diferentes pero igualmente posibles de sacar una muestra de
cinco cartas de una baraja normal de 52 cartas. De estos 2 598 960
arreglos posibles, ¢.en cuantas formas diferentes se pueden seleccio-
nar dos tréboles y tres que no sean tréboles, es decir, diamantes,
corazones 0 espadas, de una muestra de n = 5 cartas entre una
poblacion de N = 52 cartas de las cuales 13 son tréboles y 39 no lo
son?

13!
2!@3-3;

tréboles entre los 13 que existen en la poblacion. Ademas, hay

Existen C}® = =78, formas diferentes de obtener dos

Ci = 39!
31 (39-3)!
tréboles entre las 39 que no son tréboles en la poblacion. Ahora, con

estos resultados ya podemos aplicar la formula de la distribucion
hipergeométrica que quedaria de la siguiente forma:

=9 139 formas de obtener tres cartas que no sean

) () _p)for39)
P(x)_ggggzzigAgw__PP)_ G 2598 960 27428

Finalmente mencionaremos que en este tipo de distribuciones la
manera de calcular la media y la desviacion estandar estan dadas
por las siguientes formulas:

A}

u:E(x):np

0=,Inp(1-p) ‘:::?




212

En

ESTADISTICA DESCRIPTIVA .

donde la expresién [N - p , es un factor de correccion para una
N -1

poblacién finita.

Ejercicios (4.5.1):

1

Tomando como referencia el ejemplo de las estaciones de juego del
ejercicio 1. Compruebe la probabilidad hipergeométrica de 0.210
de que tres de las cinco estaciones elegidas al azar funcionaran
correctamente.

Suponga que una poblacion consta de 10 articulos, seis de los cua
les estan defectuosos, se elige una muestra de tres articulos. ¢, Cual es
la probabilidad de que exactamente dos de ellos estén defectuosos?
Un pequefio comerciante que se dedica a la venta de aparatos elec
trodomésticos acaba de recibir un embarque de 10 televisores, poco
tiempo después de recibir el embarque el fabricante llamé para decir
gue, de manera inadvertida, habia embarcado tres aparatos defec
tuosos. El propietario decidié probar 2 de los 10 aparatos que reci
bid. ¢ Cudl es la probabilidad de que ninguno de los dos aparatos
estuvieran defectuosos?

El Departamento de Métodos Cuantitativos consta de ocho maestros,
de los cuales seis son titulares. El Lie. Miguel Gutiérrez, presidente de
Academia, desea establecer un comité de tres miembros docentes
del departamento para revisar el plan de estudios. Si se elige a los miem
bros al azar:

a. ¢Cual es la probabilidad de que todos los miembros del comi
té sean titulares?

b. ¢Cudl es la probabilidad de que al menos uno de los miembros
sea titular? (Sugerencia: para esta pregunta utilice la regla del
complemento)
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4.6 DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD DE POISSON

Otra distribucion de probabilidad discreta que se debe considerar debi-
do a su utilidad es la distribucién de Poisson. EI modelo de Poisson se
aplica a muchos fenémenos discretos y también lo podemos considerar
como una forma alternativa al uso de la distribucién de probabilidad
binomial, es decir, en situaciones en donde n es muy grande y p es muy
pequefia. En estos casos los calculos de probabilidad utilizando la formu-
la de la distribucién binomial resultan muy tediosos.

Es posible calcular las distribuciones de probabilidad binomial para
probabilidades de éxito (p) menores a 0.05, pero los célculos tal vez
consuman demasiado tiempo (en especial para una n grande, por ejem-
plo de 100 o més). La distribucion de probabilidad tendra cada vez un
mayor sesgo a medida que la probabilidad de éxito disminuya. La forma
de limite de la distribucion binomial, cuando la probabilidad de éxito es
muy pequefia y n es muy grande, se denomina "distribucion de proba-
bilidad de Poisson". Frecuentemente se le conoce como la Ley de los
Eventos Improbables, lo que significa que la probabilidad p de que ocu-
rra un evento especifico es muy pequefia.

La férmula que se utiliza para el calculo de probabilidades en dis-
tribuciones de Poisson es:

X @i X , ol
Px)=4 , otraformaserfa: P (x)=—
x! xlet

Donde:

(i, (mu) es el numero promedio de ocurrencias (éxitos) durante
un intervalo especifico de tiempo, también se puede cal-
cular np.

e es la constante 2.71828 (base del sistema de logaritmos
naturales).

X es el nimero de ocurrencias (éxitos).
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Es importante mencionar que la distribucién de Poisson tiene un solo
parametro que la describe que es: \i, es decir, la media y la varianza (la
medida de tendencia central y de dispersion) de un modelo de Poisson
se consideran iguales.

uzf(x):n;_}
o=y Var(x) = \/n—p

De esta manera, sabiendo que una variable aleatoria esta distribuida
mediante el método de Poisson, y conociendo el nimero promedio de
ocurrencias por unidad, se puede determinar la probabilidad para cual-
quiera o todos los resultados posibles.

Como sucede con la distribucion binomial existen tres métodos
para calcular probabilidades: la formula, tablas individuales y tablas
acumuladas. A continuacion veremos cada una de estas formas.

Ejemplo:

Suponga que es muy raro que Mexicana de Aviacién pierda el equipaje
de un pasajero. La gran mayoria de los vuelos no tiene problemas de mal
manejo de equipaje; algunos de ellos tienen una maleta perdida; en
unos pocos se pierden dos maletas y es muy raro un vuelo en el que hay
tres 0 mas maletas perdidas. Suponga que una muestra aleatoria de
1000 vuelos indica que un total de 300 maletas se perdieron. Por lo
tanto, como nos enfrentamos a un problema en donde n es muy grande
y la probabilidad de que se presente una pérdida de equipaje es muy
pequefia, podemos decir que la distribucion de probabilidad es de tipo
Poisson, en este caso, la media aritmética de maletas perdidas por vuelo
es de 0.3, que se encuentra: 300/1000.

Como ya mencionamos, si el nimero de maletas perdidas por vuelo
sigue una distribucién de Poisson con jJ,= 0.30, es posible calcular varias
probabilidades.

Calcule la probabilidad de no perder ninguna maleta, una maleta,
dos maletas y tres maletas
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Respuesta:

Utilizando la férmula, vamos a calcular la probabilidad de que no se
pierda ninguna maleta: P(x= 0)

pre

P (0.3)n (9-0.30)
x! 0!

P(x)= =0.7408

La interpretacion seria que 74% de los vuelos no tendrd problemas de
equipaje perdido.

1 o
P(X)=|Jj‘e—” :F(Ijzw:0.2222
x! Il

La interpretacion seria que 22% de los vuelos pueden perder una ma-
leta.
La probabilidad de que se pierdan dos maletas: P(x - 2)

2
px)=He" =P(2J=w=0.0333
X! 2/

La probabilidad de que se pierdan tres maletas: P (x = 3)

3 ~0.
pix)=Hc" :P(3;:M=0.0033
x! 3!

Ahora vamos a mencionar que una distribucién de probabilidad de
Poisson es una distribucion que, como se ha ilustrado, puede calcularse
mediante la formula que ya hemos visto. Sin embargo, como en el caso
de la distribucién binomial, también existen tablas de Poisson individua-
les (véase tabla 3, en el apéndice). Para utilizar las tablas se requieren
dos factores de informacion: [i que es la media aritmética y el valor de
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X, que es la cantidad especifica de éxitos. Con estos dos valores pode-
mos calcular probabilidades de Poisson.

En la tabla 3 se muestra parte de una tabla de Poisson. En la parte
superior de dicha tabla se indican los valores de \i, los cuales varian en in-
crementos de 0.1. En la parte inicial del lado izquierdo se encuentran los va-
lores de x, que se refiere a los posibles éxitos o valores que puede tomar x.

Ahora bien, ¢cémo vamos a utilizar la tabla? Calculemos las mismas
probabilidades que se pedian en el ejercicio anterior pero ahora utilice-
mos la tabla.

a. ¢Cudl es la probabilidad de que no se pierda ninguna maleta?
Recordemos que en este ejercicio, \i - 0.30, y x = 0. Lo primero que
haremos es visualizar el valor de x, dentro de la tabla (x = 0), y ubi-
camos el valor de la media con la que estamos trabajando en este
caso i - 0.30. Cuando ya tenemos establecidos los valores encon-
tramos el punto en donde se interceptan (el valor de x y el valor de
H) y listo ese es el valor de la probabilidad buscada.

Para jlustrar este procedimiento reproducimos una pequefia parte de una
tabla de probabilidad y siguiendo los nimeros podemos ver cOmo se
ubica el valor deseado y nos damos cuenta que es el mismo que ya habi-
amos calculado con anterioridad.

Tabla 3
o
\
x 01 02 03 04 05 .. 09
®—> 0 —6-9048—»
100905 .. 02222
2 0.0045 0.0333
300002 .. 0.0033
4 00000 .. 0.0003

5 0.0000 0.0000
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Si el estudiante ya comprendié el procedimiento sera facil que se calcu-
len las demas probabilidades, o bien, son las que se encuentran ense-
guida de la que ubicamos.

Ahora bien, existen otras variantes que se presentan en el calculo de
probabilidades, por ejemplo, veamos el caso en el que se desea calcu-
lar la probabilidad de que se pierdan tres 0 menos maletas.

0 1 2 3 4 5

— l
-

(3 0 menos)

Como debemos recordar, la férmula y la tabla nos permiten calcular
probabilidades exactas, y en este caso, como se puede ver en el dibujo,
lo que se necesita saber son las probabilidades de 0, 1, 2 y 3, para con-
testar la pregunta. Como ya las habiamos calculado podemos responder
facilmente:

P{3omenos)=FP(0)+P(1)+ P2)+ P(3)=0.7408 + 0.2222 + 0.0333
+ 0.0033 = 0.9997*

(*) En realidad la suma es 0.9996, pero lo correcto debe ser 0.9997, el error se debe al
redondeo.

Como en el caso de la distribucion binomial, la distribucion de Poisson,
en muchos casos, requiere del empleo de la probabilidad combinada de
un grupo de resultados en lugar de un resultado Unico. Por ejemplo, el
interés puede concentrarse en la probabilidad de perder tres o menos
maletas. Tales preguntas se pueden contestar utilizando una tabla de
probabilidades individuales de Poisson, no obstante, este método reque-
rird buscar las probabilidades en la tabla y después sumarlas (como ya
lo vimos). Una alternativa mas eficaz es utilizar una tabla de probabili-
dades acumuladas o acumulativas, puesto que en una tabla de este tipo
los valores individuales ya se encuentran sumados (acumulados), lo que
ahorra tiempo y reduce la posibilidad de cometer errores en el célculo.
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4.6.1 Tabla de probabilidades acumuladas de Poisson

La forma en que se presenta la tabla de probabilidades acumulativas o
acumuladas es casi idéntica a la tabla de probabilidades individuales de
Poisson. Su uso es el mismo, sélo que en este caso el valor que se obtie-
ne ya viene acumulado, o mas bien, es la suma de todos los valores de
probabilidad anteriores (véase tabla 4).

La tabla 4 muestra parte de una tabla acumulada de Poisson. Repro-
ducimos la misma parte que en el ejemplo de la probabilidad individual
para que el estudiante note la diferencia en los valores que arroja como
resultados, o bien, para que se note como valores que se van acumu-
lando:

Tabla 4
@) u
X 30 0.32 034 0.48
X
0 0.7408
1 0.9631
2 0.9964
3 0.9997
@—r 4

Si retomamos el ejemplo donde nos pedian calcular la probabilidad de
que se perdieran tres 0 menos maletas, en ese momento tuvimos que
realizar el célculo sumando las probabilidades individuales de cada
suceso. Utilizando la tabla de probabilidades acumuladas, sélo tenemos
que ubicar el valor de x y \i y, finalmente, ubicar el punto donde se inter-
ceptan y ahi se encuentra el valor buscado como se muestra en la parte
superior.

Resulto facil verificar que era el resultado al que habiamos llegado
con el calculo de las probabilidades individuales, pero fue mucho mas
sencillo de calcular.
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Es importante mencionar que una tabla de probabilidad acumulada
se puede utilizar de diferentes formas. Puede emplearse para encontrar
de manera directa la probabilidad de que x sea igual a cierto nimero
especifico de éxitos 0 menor a éste. Y se puede utilizar indirectamente
para obtener tanto la probabilidad de que xsea mayor que cierto nime-
ro de éxitos, como la probabilidad de exactamente x éxitos.

Ya vimos el primer caso cuando buscamos la probabilidad de que x
fuera menor o igual a tres vuelos retrasados; supéngase que ahora se
quiere calcular la probabilidad de que x sea mayor a tres vuelos con
retraso.

En este caso se utiliza el complemento; como ya sabemos que la
probabilidad de que tres vuelos 0 menos se retrasen es igual a
0.9997, entonces la probabilidad de que se extravien mas de tres
maletas seria:

Si P(x<3)=0.9997,entonces P(x>3)=1-0.9997=0.0003

Cuando queremos calcular una probabilidad exacta utilizando la tabla
de probabilidades acumuladas, solo tenemos que hacer una resta, vea-
mos. Tomemos el caso en donde se desea calcular la probabilidad de
gue se pierdan exactamente tres maletas. Utilizando la tabla acumulada
P(x=3):

P (x 3) Comprende 1, 2 y 3 y es igual a 0.9997
P (x 2) Comprende 1y 2 y es igual a 0.9964
P(x=3) Comprende 3 y es igual a 0.0033

El valor de P (x = 3), utilizando la tabla de probabilidad acumulada se
obtiene:

Pix=3)=P(x=<3)-P(x<2)=0.9997 - 0.9464 = 0.0033

Podemos verificar que es el mismo resultado que ya habiamos calcula-
do anteriormente.
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Ejercicios (4.6.1):

1. Utilice una tabla de Poisson para determinar cada una de las siguien-
tes probabilidades:

Media Probabilidad
1 1
1.5 0
2 1 o menos
3 1 o menos
3 Mas de tres
3 3
4 3
4.2 Mas de cinco

2. Enun conmutador se registran llamadas telefénicas a razon de 4.6
llamadas por minuto. Calcule la probabilidad de que se presente
cada una de estas ocurrencias en un intervalo de un minuto:

a. Exactamente dos llamadas.
b. Por lo menos dos llamadas.
c. Ninguna llamada.

d. De dos a seis llamadas.

3. Una empresa que se dedica a cultivar semillas hibridas experimenta
problemas con el gusano barrenador del maiz. Una prueba aleatoria
de 5000 mazorcas revel6 lo siguiente: muchas de las mazorcas no
tenian gusanos; otras mazorcas tenian un gusano; algunas tenian dos
gusanos, etc. La distribucién del nimero de gusanos por mazorca se
aproxima a la distribucion de Poisson. La empresa conté 3500 gusa
nos en las 5000 mazorcas.
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a. ¢Cual es la probabilidad de que una mazorca de maiz seleccio
nada al azar no contenga gusanos?

b. Desarrolle una distribucion de probabilidad de Poisson para este
experimento (es decir, calcule varias probabilidades, hasta 6).

4. En una distribucion de Poisson con media igual a 0.4
a. ¢Cual es la probabilidad de que x = 0?
b. ¢Cuél es la probabilidad de que x > 0?

5. En una distribucién de Poisson con media igual a 4

a. ¢Cudl es la probabilidad de que x =2?
b. ¢Cual es la probabilidad de que x< 2?
c. ¢Cual es la probabilidad de que x > 2?

6. La Lic. Laura Vega Rangel es funcionaria de Crédito en Banamex,
con base en los afios de experiencia, ella calcula que la probabili
dad de que un solicitante no sea capaz de pagar los plazos del crédito
gue se le otorg6 es de 0.025. EI mes pasado, la Lie. Laura otorg6 40
créditos.

a. ¢Cudl es la probabilidad de que no se recuperen tres de estos
créditos?

b. ¢Cual es la probabilidad de que no se recuperen al menos tres
de esos créditos?

c. ¢Cuél es la probabilidad de que x > 2?

7. Los autores y editores de libros de texto trabajan muy duro para
reducir al minimo la cantidad de errores en un texto. No obstante,
algunos son inevitables. El sefior Alfredo Abarca, editor de temas de
estadistica, informa que el nUmero promedio de errores por capitu
lo es de 0.8. ¢,Cual es la probabilidad de que existan menos de dos
errores en un capitulo especifico?






5. DISTRIBUCIONES DE
PROBABILIDAD CONTINUAS

Hay tantas cosas para gozar
y nuestro paso por la tierra es tan corto,
que sufrir es una pérdida de tiempo.

FACUNDO CABRAL

Objetivos:
Al finalizar el capitulo el alumno sera capaz de:

« Comprender el concepto de variable aleatoria continua y su
distribucion.

» Comprender el concepto y las propiedades de la distribucion
normal, normal estandar y t de Student.

» Resolver problemas aplicando estos conocimientos.
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INTRODUCCION

En el capitulo anterior estudiamos las diferentes formas en las cuales se
pueden calcular las probabilidades para las variables discretas utilizan-
do los métodos de probabilidad binomial, hipergeométrica y de Poisson.
En este capitulo continuaremos con el estudio de las probabilidades,
pero ahora nos concentraremos en el calculo de probabilidades de
variables continuas.

5.1 DEFINICION

Las variables aleatorias continuas son aquellas que pueden tomar cual-
quier valor de entre todos los contenidos en un intervalo dado, también
podemos decir que una variable continua es aquella que, dados dos
valores de la variable, siempre va a existir un valor intermedio entre ellos
por muy cercanos que éstos sean. También podemos decir que una varia-
ble se considera continua si el conjunto de valores posibles que puede
tomar se encuentran muy cercanos unos de otros, al grado de que si los
representamos en un plano cartesiano lo que podriamos ver es casi una
curva o una linea continua.

Por ejemplo, algunas variables aleatorias que se pueden considerar
como continuas y que son de uso comun son:

a. Las estaturas o pesos de un grupo de personas (un grupo grande).

b. La duracion de un producto como un foco, la refaccion de una
maquina o un producto alimenticio.

c. Eltiempo necesario para llevar a cabo un determinado trabajo.

d. Los errores de medicion que resultan de experimentos de labo
ratorios.

e. Los resultados de los tiempos registrados por los corredores de
100 metros planos durante los udltimos 10 afios.
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f. Elingreso diario de un conjunto de habitantes de la Ciudad de
México.

Cuando una variable aleatoria es continua no se pueden utilizar las dis-
tribuciones probabilisticas discretas como la Poisson y la binomial para
obtener probabilidades importantes. Veamos por qué una variable con-
tinua, debido a que los resultados incluyen valores enteros y no enteros,
no se puede manejar en forma adecuada mediante una distribucion dis-
creta.

La diferencia entre la probabilidad de una variable discreta y de una
variable continua la podemos entender utilizando un ejemplo muy sen-
cillo:

La flecha giratoria que se encuentra en el centro de la circunferencia de la
figura anterior ilustra el concepto de variable continua. Una vez que se
hace girar la flecha podra detenerse en cualquier punto dentro del circulo
y no precisamente en alguno de los valores enteros. Aun aceptando las
limitaciones propias de hacer mediciones alrededor del circulo existe un
ndamero extremadamente grande de posibles puntos de reposo.

Por ejemplo, imaginese que el circulo se puede dividir en 8000 par-
tes iguales en lugar de ocho. Si se supone que cada posicién tiene la
misma probabilidad de ser el punto de reposo se llegara a la siguiente
conclusién: dado que hay muchos resultados posibles, la probabilidad
de que la punta de la flecha sefiale un valor determinado es tan peque-
fia que para fines practicos debera considerarse como aproximadamen-
te igual a cero, esto quiere decir que es casi imposible predecir el punto
exacto donde se detendra la flecha, de hecho la tecnologia moderna nos
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permite dividir un circulo en por 16 menos un millén de partes iguales,
por lo que la probabilidad de que la flecha se detenga en un determina-
do punto, usando la forma de calcular la probabilidad que ya conoce-
mos, seria 1/1 000 000 = 0.000001.

Debido a esta peculiaridad podemos decir que, cuando trabajamos
con variables continuas, realmente no tiene sentido hablar en términos de
la probabilidad de obtener algin resultado especifico como se hizo
cuando trabajamos con las distribuciones de probabilidad discretas.

Por lo tanto, el andlisis de variables continuas tiende a concentrarse
en la probabilidad de que una variable aleatoria asuma un valor dentro
de un intervalo. Tomando este criterio, la probabilidad de que la flecha
se detenga entre los valores de 3y 4, seria igual a 1/8, como podemos
ver en la figura siguiente:

En forma muy similar, se asignaria una probabilidad de 25% al evento
"la flecha se detiene entre los puntos 4 y 6" (un cuarto de circulo). De
este modo la probabilidad de que la flecha se detenga entre dos puntos
cualquiera es igual al porcentaje del &rea correspondiente a esos dos
puntos.

Por lo tanto, podemos decir que en el caso de una variable aleato-
ria continua se puede determinar la probabilidad al obtener el porcen-
taje del area entre dos valores.

Antes de pasar al tema siguiente, conviene hacer una aclaracion
para que el estudiante se dé cuenta que siempre que hablamos de pro-
babilidad, al mismo tiempo lo hacemos de un porcentaje, basta con
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recordar que la probabilidad de cualquier evento no es mas que la divi-
sion de un namero de eventos favorables entre el total de eventos posi-
bles y ¢qué es eso?, una razon que se puede expresar en términos de
porcentaje.

5.2 DISTRIBUCION NORMAL

Las distribuciones normales fueron descubiertas por primera vez en el
siglo xvin. Los astrbnomos y otros cientificos observaron con cierto
asombro que las mediciones repetidas de un gran nimero de veces de
un mismo fendmeno tendian a variar y que al reunir grandes cantidades
de estas mediciones y agruparlas en las distribuciones de frecuencias
correspondientes, tendia a reaparecer constantemente un perfil seme-
jante al siguiente:

A partir de ese entonces se puede generalizar este criterio 0 aplicarlo a
casi cualquier fendmeno, siempre y cuando se cuente con un buen
nimero de observaciones.

Debemos entender por "normal" que la mayoria de observaciones
tiende a agruparse en el centro, aunque existan algunas que por diver-
sas razones no cumplen con esa caracteristica y forman los extremos.

Veamos un ejemplo clasico de cdmo a medida que aumentamos el
nimero de observaciones al agruparlas y presentarlas de forma grafica,
tiende a surgir la forma de la distribucion normal.
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Supdéngase que un dado se tira dos veces y se registra la suma del
namero de puntos. De modo que si en el primer lanzamiento del dado
cae un 3, y en el segundo un 4, el total es el que interesa, es decir, 7
¢cudl es la forma de la poblacion de los nimeros de puntos?, ¢,cuales son
los resultados posibles en el experimento?, ¢ Cual es la forma de la dis-
tribucion de la suma de los niumeros de puntos cuando se tira un dado
dos veces?

Solucion:

La poblacién es una distribucién uniforme en la que cada uno de los
nameros enteros del 1 al 6 tiene la misma probabilidad de ocurrencia.
La tabla y el diagrama siguientes muestran los diferentes resultados en la
poblacién y sus probabilidades correspondientes para cada uno (pode-
mos ver que, graficamente, la probabilidad es la misma para cada uno):

Resultados
posibles Probabilidad
1 1/6 = 0.1667
2 1/6 = 0.1667
3 1/6 = 0.1667
4 1/6 = 0.1667
5 1/6 = 0.1667
6 1/6 = 0.1667
Probabilidad
0.15
010
0.05

1 2 3 4 5 6 Puntos
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Ahora, si se tira el dado dos veces, el nimero total de puntos que salgan
puede resumirse como sigue:

Namero total de puntos

T 6 7 8 9 0 11 12
]. 5 6 7 8 9 10 11

4 5 6 7 8 9 10
' 3 4 5 6 7 8 9
a 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7
a 1 2 3 4 5 6

Segunda tirada

Por ejemplo, si en el primer tiro del dado cae un 4, y en el segundo un
6, el total es 10. Después se desea obtener una distribucion para el
ndmero total de puntos que aparecen. En relacién con la tabla se ve que
hay 36 resultados posibles. En una ocasion el nimero total de puntos es
2,y en otra el total es 12. Hay 3 ocasiones en las que el total es de 4; 6
en las que es de 7, y asi sucesivamente. En este momento quiza se notd
ya que se puede determinar el nUmero de resultados observando en las
diagonales desde la parte superior izquierda hacia la parte inferior dere-
cha. El nimero total de puntos y la probabilidad de que caiga cada uno
se resume en la tabla y el diagrama siguientes:

Resultados Nim. de veces
posibles que aparece Probabilidad
2 1 1/36 = 0.0278
3 2 2/36 = 0.0556
4 3 3/36 = 0.0833
5 4 4/36 = 0.1111
6 5 5/36 = 0.1389

Continta
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7 6 6/36 = 0.1667
8 5 5/36 =0.1389
9 4 4/36 =0.1111
10 3 3/36 = 0.0833
11 2 2/36 = 0.0556
12 1 1/36 = 0.0278
Probabilidad
0.20
0.15
0.10
1] ||
3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

|
1 2
Puntos

Obsérvese el cambio en la forma de distribucion de las sumas con res-
pecto a la de la poblacién. Se empez6 con una poblacion que era uni-
forme para los nimeros enteros discretos del 1 al 6. Cuando se lanzo el
dado dos veces y se observé el nimero total de puntos, la distribucién
cambié a una de forma muy parecida a la distribucion normal.

Finalmente, como practica, usted puede hacer el ejercicio en donde
se tira el mismo dado pero tres veces; al considerar la distribucion de las
sumas de los puntos se observara que la estructura de la distribucién
cambia y se dirige a una del tipo normal en forma de campana. Esto fue
un resultado interesante que intrigd a los matematicos del siglo xvil y dio
pauta para muchas aplicaciones modernas.

Una vez comprendido que es a partir de los datos reales de donde
surgieron las curvas del tipo normal agregaremos que posteriormente se
descubrieron las distribuciones de este tipo, mismas que se pueden defi-
nir o generalizar mediante una distribucion matematica continua que es
la siguiente:
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,‘_( y) _ C—{k—j.{}_j /ZU

o 21

ny o,

A esta distribucion también se le conoce como distribucion gausiana en
reconocimiento a las aportaciones de Carlos Federico Gauss (1777-
1855), a la teoria matematica de la distribucion normal.

La formula resulta abrumadora para los estudiantes pero no es nece-
sario aplicarla realmente. Lo que si es importante resaltar es que la for-
mula nos dice que cualquier distribucion normal especifica esta deter-
minada por dos parametros: la media y la desviacion estandar. Una vez
que se determinan valores especificos parala 1y o se puede trazar la
grafica aplicando la férmula como en cualquier
ecuacion que relacione valores para x y Yy, el resultado es una
distribucion en forma de campana. Es importante resaltar que las
infinitas combinaciones entre media y desviacion estandar pueden
generar una infinidad de curvas de tipo normal como los siguientes
ejemplos:

AVAANN

Finalmente, una vez que ya se conocio lo que es una curva normal, cabe
mencionar, en resumen, las caracteristicas especiales que tienen las cur-
vas normales en términos de su configuracion y de la forma como estan
especificadas y como se utilizan para obtener probabilidades.
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5.2.1 Caracteristicas de la distribucion normal

anop

La curva normal tiene forma de campana.
Es simétrica con respecto a la media de la distribucion.
Se extiende de - a +«, de forma asint6tica.*?

. Cada distribucion normal es completamente definida por su

media y su desviacién estandar. Existe una curva de distribu-
cion normal diferente para cada combinacion de p y o.

. El area total bajo la curva normal se consideraigualal o

100%.

f. El &rea bajo la curva entre dos puntos es igual a la probabilidad

g.

de que una variable distribuida normalmente asuma un valor
entre ellos.

Dado que existe un nimero jlimitado de valores en el intervalo
que va de - a +, la probabilidad de que una variable alea-
toria distribuida con normalidad sea exactamente igual a cual-
quier valor dado es casi cero. Por lo tanto, las probabilidades
siempre seran para un intervalo de valores.

5.3 DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR

En realidad la distribucion normal es una familia de distribuciones infi-
nitamente grande, hay una para cada combinacién posible de la media
y la desviacion estandar.

En consecuencia, seria indtil intentar elaborar las tablas que nos
proporcionen la probabilidad de cada uno de los casos distintos que se
pueden presentar de acuerdo con las necesidades de los usuarios. Sin

“* por asintética debemos entender que es una curva donde sus extremos se acercan mucho

al eje de las x pero nunca lo tocan, o podemos decir que toman valores muy cercanos a

Cero pero nunca cero.
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embargo, existe una alternativa sencilla que evita estos problemas cuan-
do tenemos un conjunto de valores que tiende a tomar un comporta-
miento de tipo normal, lo primero que debemos considerar es que el
area bajo la curva siempre es igual a 100% de la probabilidad, se estan-
dariza cualquier curva, es decir, cualquier conjunto de valores se puede
definir con este criterio.

Si se considera el area bajo la curva de cualquier distribucién nor-
mal igual a 100%, en esta circunstancia se puede utilizar la media como
punto de referencia y la desviacion estandar como una medida de la
desviacién de dicho punto de referencia, y con este criterio se puede
reordenar cualquier distribucién normal para ser expresada en una
forma estandarizada.

Cuando se toma este criterio de estandarizacion, cualquier valor
real puede ser transformado en su equivalente medido en términos de su
desviacién estandar y con esto se genera una escala que se conoce
como escala z, que se calcula aplicando la siguiente formula:

X - p
8]

S =

Donde:
z = Numero de desviaciones estandar a las que se encuentra el
valor de interés a partir de la media
x = Valor de interés
\i = Media de la distribucion normal
0 = Desviacién estandar
Veamos un ejemplo para que se comprenda la forma en que se estanda-

rizan los valores de una poblaciéon que tiene un comportamiento de dis-
tribucién normal.



n=100y o=
Considere una variable de distribucion normal con una

10. Convertir los valores de escala real a valores de escala estandarizada.>
Respuesta:

Los valores reales (x), se transforman a valores estandarizados aplicando
la formula z y eso resulta muy sencillo:

_100-100_0 _,
10 10
x=100 = 7z =0

x=100 Z

x=110 ,-110-100 _10 _
10 10
x=110 = z =1
x=120 ;=y120-100 _20_,
10 10

x=120 = z =2

:8()—100$—202_2
10 10

x=80 = z= -2

~90-100 _-10 _ 4
10 10

x=90 = z = -1

x=v80 z

x=90 z

Graficamente los valores reales transformados en valores estandarizados
guedarian de la siguiente forma:

* Es decir, convertir la diferencia real entre la media y algtn otro valor de la distribucion
en una diferencia relativa, expresando dicha diferencia en términos del nimero de des-
viaciones estandar de la media.
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de la variable aleatoria

Se debe reflexionar sobre la importancia de ese hecho. Esto significa que
el problema de trabajar con una familia infinita de distribuciones nor-
males se puede evitar. Si es posible, intente manejar valores relativos, es
decir, valores z, en lugar de valores reales.

Veamos algunos ejemplos de cémo se realiza la conversion de la dife-
rencia real entre la media y otro valor a la z distancia relativa, es decir,
transformarlo en valor z, en términos del nUmero de desviaciones estandar.

Valor de interés Diferencia  Diferencia relativa

[T o X X—[ (x-plo) = z
40 1.0 42 2.0 +2

25 2.0 23 -2.0 -1

30 2.5 37.5 7.5 +3

18 3.0 13.5 -4.5 -1.5

22 4.0 22 0.0 0

Es importante mencionar que también se puede trabajar en orden inverso,
es decir, pasando de los valores de z a valores reales. En algunos proble-
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mas se cuenta con la informacién de la media, la desviacion estandar y
se puede deducir un area bajo la curva especifica, en estos casos se
requiere encontrar el valor real y se aplica la siguiente formula:

X=l + ZO

Veamos algunos ejemplos de como se puede pasar de valores de z a va-
lores reales.

n o Z H+ 7o Valor real X
20 1 +3 20+3(1} 23.0
50 3 -1 50-1(3) 47.0
60 2 -2 60-2(2) 56.0
72 5 +0.3 7240.3(5) 735

Una vez que el estudiante ha comprendido la forma de trabajar con los
valores z, pasemos al estudio de la forma en como se utilizan estos valo-
res z en el calculo de probabilidades.

Vale la pena mencionar que el criterio de estandarizacion de las
funciones del tipo normal, es decir, al expresar cualquier funcién en tér-
minos de su media y de su desviacion estandar, los estudiosos del tema
lograron observar una caracteristica que se cumplia para cualquier fun-
cién del tipo normal con respecto a su media y sus desviaciones estan-
dar, la caracteristica es la siguiente:

Si una variable (un conjunto de valores) esta distribuida normalmen-
te, entonces 68% de sus valores quedaran dentro de un intervalo forma-
do por una desviacion estandar, mas y menos de su media; 95.5% cae-
ran dentro de dos desviaciones estandar mas menos de la media, y casi
99.7% de la observaciones quedaran incluidas en el intervalo formado
por +-3 desviaciones estandar de la media. Esta jdea la podemos jlus-
trar en la siguiente figura:
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Esto se cumple para el caso de cualquier distribucion de tipo normal.
Pasemos al uso que tienen los valores z en el célculo de probabili-
dades. El poder convertir cualquier valor real de cualquier distribucion
de tipo normal en un valor z, permite determinar varias probabilidades
mediante el uso de una tabla estandarizada Unica ideada para este fin.

5.3.1 Tabla normal estandar

El area bajo la curva de cualquier distribucién normal se puede encon-
trar utilizando una tabla normal estandar (véase tabla 5, en el apéndice),
y cambiando a unidades estandar la escala de unidades reales. La media
de la distribucién sirve como punto de referencia y la desviacion estan-
dar como la unidad que mide distancias relativas a partir de la media.

La tabla normal estandar fue ideada de manera que se pueda leer en
unidades z. La tabla muestra el area bajo la curva, es decir, la probabi-
lidad de que un valor quede en ese intervalo, entre la media y los valo-
res seleccionados.
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Antes de utilizar la tabla hay que considerar las siguientes observa-
ciones que son de mucha utilidad:

a. Los valores de probabilidad, las areas bajo la curva, que nos propor
ciona la tabla son valores calculados a partir de la media hasta el
valor z seleccionado.

b. La tabla normal también se puede utilizar para calcular areas bajo la
curva mas alla de un valor dado de z. La clave, en este caso, es que
la mitad del &rea es 50% vy, por lo tanto, el &rea de un valor mas alla
de z es igual a 50% menos el valor de z en tablas.

c. La media de la distribucion siempre toma el valor de cero, es decir,
se encuentra a cero desviaciones de si misma.

d. Como la distribucién normal es simétrica con respecto a su media,
el lado izquierdo de la curva es una imagen idéntica de su lado dere
cho. Debido a esta simetria en la tabla s6lo se proporcionan los valo
res para la mitad derecha de la distribucion.

e. Valores de z mayores a 4 se aproximan a un resultado de 0.5000 o
50%.

Uso de la tabla:

La tabla se encuentra ordenada en términos de valores de z, hasta dos
decimales, como por ejemplo: 2.78, 1.04 y 2.45. Una patrticularidad de
una tabla normal tipica es que los valores z se presentan en dos partes.
Los valores del entero y el primer decimal (2.7, 1.0 y 2.4) se enumeran
hacia abajo en el lado izquierdo de la tabla, es decir, primera columna,
mientras que el tltimo digito aparece en la parte superior.

Veamos un ejemplo: calculando el area bajo la curva entre la media
y un valor z, suponga que se quiere obtener el &rea entre la media y un
valor z, cuando z = 1.25.

En primer lugar se debe localizar el valor de 1.2, en el lado izquier-
do de la tabla y posteriormente el valor de 0.05 (5 es el ultimo digito),
en la parte superior. El area bajo la curva se puede encontrar (leer) en la
interseccion de la fila z = 1.2 y la columna 0.05. El valor es 0.3944, que
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se refiere al porcentaje del area bajo la curva normal entre la media 'y
un valor z= 1.25.

—
{x
(95 ]
]

Z |0.000.01]0.0210.03 |0.04] 0.05 0.06

1.0

1.1 ¢

- 1.2 . . > (03944 )
M—

Evidentemente, este porcentaje equivale a la probabilidad de que una va-
riable aleatoria distribuida normalmente tenga un valor entre la media y
un valor real equivalente a 1.25 desviaciones estandar sobre la media.
En términos graficos quedaria de la siguiente manera:
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Veamos algunos ejemplos en los cuales el estudiante tiene que buscar
las areas para que se familiarice con el uso de la tabla:

Area entre

Z nyz

Una vez dominado el uso de la tabla pasemos al uso que tiene la misma
en problemas reales.

Ahora s6lo nos resta realizar ejercicios practicos para que el estu-
diante domine perfectamente el célculo de probabilidades para una
muestra distribuida normalmente utilizando la tabla Z.

También es importante mencionar el tipo de notacién que se utili-
zara cuando estemos calculando probabilidades y la forma en que se
tiene que leer cuando se usa para calcular probabilidades de valores
reales (no estandarizados) o valores estandarizados:

No estandarizada Se lee
P (a<x<b) La probabilidad de que x sea mayor que a pero menor que b
P (x>a) La probabilidad que x sea mayor que a

P (x<a) La probabilidad que x sea menor que a



242  ESTADISTICA DESCRIPTIVA

Estandarizada

P (a<z<b) La probabilidad de que un valor z sea mayor que a pero
menor que b

P (z>a) La probabilidad que z sea mayor que a

P(z<a) La probabilidad que z sea menor que a

Finalmente vale la pena anotar algunos pasos que el estudiante debe
recordar al resolver un problema de probabilidad con muestras de tipo
normal.

a. Dibuje una curva normal, rotule la media y cualquier puntaje perti
nente y sombree la regién que represente la probabilidad deseada.

b. Para cualquier valor de x que sea frontera de la region sombreada
use la formula para transformarlo en un valor z.

¢. Remitase a la tabla Z para obtener el &rea de la region sombreada.
Esta area es la probabilidad deseada.

Veamos un ejemplo en donde se consideren la mayoria de casos con los
gue se puede encontrar un estudiante al trabajar en el célculo de proba-
bilidades de tipo normal, y después ya se pueden resolver todos los
demas ejercicios:

1. La estatura de las mujeres de Estados Unidos tiene una distribucion
normal con una media de 63.6 pulgadas y una desviacién estandar
de 2.5 pulgadas, basado en datos de la encuesta nacional de salud de
ese pais, si escogemos al azar a una mujer, determine la probabili-
dad de:

a. Que su estatura esté entre 63.6 pulgadas y 68.6 pulgadas
b. Que su estatura sea mayor de 68 pulgadas

¢. Que su estatura sea menor a 62 pulgadas

d. Que su estatura esté entre 62 y 64.5 pulgadas

e. Que su estatura sea mayor de 61.5 pulgadas
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Respuesta:

a. Que su estatura esté entre 63.6 pulgadas y 68.6 pulgadas

Paso 1. La notacién correspondiente que debemos utilizar es: P(63.6 <
X < 68.6). Para valores reales o no estandarizados se debe leer: La pro-
babilidad de que x, la estatura de las mujeres sea mayor que 63.6, pero
menor que 68.6.

Paso 2. Dibujaremos una curva de distribucién normal, considerando
los valores reales, para darnos cuenta graficamente dénde se encuentra
el area de la cual queremos conocer su probabilidad. Recordemos que
la informacién con la que contamos es: \i - 63.6 y a - 2.5 pulgadas,
entonces el area sera:

P(63.6 < x < 68.6)

63.6 68.6

Los valores mayores a 63.6 se encuentran a la derecha de la curva pero
existe un limite que se refiere a los valores menores que 68.6 y ésos se
encuentran a la izquierda de la linea punteada, por tal razén, el area de
la cual queremos conocer su probabilidad es la que se encuentra som-
breada.

Paso 3. Ahora bien, tenemos que estandarizar los valores reales, es decir,
transformarlos en valores z, aplicando la formula:

XA
z=2" =

g
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4, =63.6-63.6 _
2.5

_68.6-63.6 _
2.5

Z-

‘, 5
2.5

Una vez estandarizados los valores podemos visualizar graficamente el
area de la cual queremos conocer su probabilidad, recuérdese que esta
nueva grafica esta hecha con los valores z.

PO<z<2)

Esta distribucion ya se encuentra estandarizada, asi que observe con
atencion que los datos ya cambiaron aunque el area sigue siendo la
misma.

Paso 4. Busquemos el area bajo la curva que queremos utilizando la
tabla de distribucién normal (véase tabla 5, en el apéndice). Recuerde
que la tabla nos proporciona el area bajo la curva de la media hacia la
derecha hasta el valor requerido, en nuestro caso necesitamos conocer
la probabilidad del &rea bajo la curva de 0 a 2, asi que, utilizando la ta-
bla, busquemos el valor de 2.00. Reproducimos la parte de la tabla que
nos interesa para que el estudiante vea con claridad cémo encontrar el
valor, pero se debe ir a la tabla 5 y corroborar esta informacion:
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z 0.00 | 0.01 | 0.02 | 0.03

1.0

L ]
L—=t 2.0 04772 )

Paso 5. Interpretacién: s6lo nos resta aclarar que la probabilidad de que
al seleccionar una mujer al azar de las miles de USA su altura sea mayor a
63.6 pulgadas y menor a 68.6, es de 0.4772 « 0.48, es decir, 48%, tam-
bién podriamos referir que de cada 100 mujeres existe la probabilidad
de gque 48 tengan una altura que se encuentre entre las 63.6 y 68.6 pul-
gadas de altura.

Continuaremos con los siguientes incisos.
b. Que su estatura sea mayor de 68 pulgadas
Paso 1. La notacién correspondiente que debemos utilizar es: P(x> 68")

(para valores reales o no estandarizados), se debe leer: La probabilidad
de que x (la estatura de las mujeres) sea mayor a 68 pulgadas.
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Paso 2. Dibujaremos una curva de distribucion normal, considerando
los valores reales, para darnos cuenta, graficamente, donde se encuen-

tra el area de la cual queremos conocer su probabilidad. Recordemos
que la informacién con la que contamos es: p = 63.6 y o = 2.5 pulga-

das, entonces el drea sera:

63.6 68.0

Los valores mayores a 68 pulgadas se encuentran a la derecha de la
curva punteada, por tal razén, el area de la cual queremos conocer su
probabilidad es la que se encuentra sombreada.

Paso 3. Ahora, tenemos que estandarizar los valores reales, es decir,
transformarlos en valores z, aplicando la férmula:

X - M 68-63.6 _4.4 _1 -¢

=bZl—_-

o 2.5 2.5

Una vez estandarizados los valores podemos visualizar, graficamente, el
area de la cual queremos conocer su probabilidad (recuérdese que esta
nueva grafica es con los valores z).

Piz=1.76)

0 1.76
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Esta distribuciéon ya se encuentra estandarizada, asi que observe con
atencion que los datos ya cambiaron aunque el area sigue siendo la
misma.

Paso 4. Busquemos el area bajo la curva que queremos utilizando la
tabla de distribucion normal (véase tabla 5, en el apéndice). Recuerde
que la tabla nos proporciona el area bajo la curva de la media hacia la
derecha, en este caso, cuando busquemos el valor de la probabilidad
para 1.76, el area que encontraremos es la del cero hasta el valor de
1.76, veamos graficamente esto:

P{0<z<1.76)

0 1.76

La probabilidad de 0 <z<1.76 esP (0 <z < 1.76 ) = 0.4608 (revisar
en las tablas), para conocer el valor de la probabilidad que estamos bus-
cando, es decir, la parte de la derecha del area que ya encontramos,
tenemos que utilizar algo que se conoce como el complemento, y como
ya se mencion6 anteriormente, el area bajo la curva de una distribucién
normal es de 100% o 1.0, si la dividimos en 2, ya que la distribucién es
simétrica, tenemos 50% en cada lado o 0.50; con lo anterior ya sabe-
mos que de cada lado hay 0.50, y aplicando una resta podemos calcu-
lar el &rea que queremos, entonces decimos:

P(x>68)=P(z>1.76)=0.50 - 0.4608 = 0.0392 = 0.04 * 4%

Paso 5. Interpretacion: la probabilidad de que al seleccionar una mujer
al azar su altura sea mayor a 68 pulgadas es de 4%, también podriamos
decir que, de cada 100 mujeres, existe la probabilidad de que cuatro
tengan una altura que sea mayor a 68 pulgadas.
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. Que su estatura sea menor a 62 pulgadas

Paso 1. La notacion correspondiente que debemos utilizar es: P(x< 62),
para valores reales o0 no estandarizados se debe leer: la probabilidad de
que X, la estatura de las mujeres, sea menor a 62 pulgadas.

Paso 2. Dibujaremos una curva de distribucién normal, considerando
los valores reales, para darnos cuenta graficamente, dénde se encuentra
el area de la cual queremos conocer su probabilidad. Recordemos que
la informacién con la que contamos es: u = 63.6 y o = 2.5 pulgadas,
entonces el area sera:

Pix < 62)

1
62.0 63.6

Los valores menores a 62 pulgadas se encuentran a la izquierda de la
curva punteada, por tal razén el &rea de la cual queremos conocer su
probabilidad es la que se encuentra sombreada.

Paso 3. Ahora bien, tenemos que estandarizar los valores reales, es decir,
transformarlos en valores z, aplicando la férmula:

X - = 2!262—63'6:1'6:‘—0.64

o 2.5 2.

£ =

u

Una vez estandarizados los valores podemos visualizar graficamente el
area de la cual queremos conocer su probabilidad, el valor es negativo,
lo cual indica que se encuentra a la izquierda de la distribucién normal.
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Plz < -0.64)

Paso 4. Busquemos el area bajo la curva que queremos, utilizando la
tabla de distribucion normal (véase tabla 5, en el apéndice). Recuerde
gue la tabla nos proporciona el area bajo la curva de la media hacia la
derecha, en este caso, cuando busquemos el valor de la probabilidad
para -0.64, lo que debemos hacer es tomar el valor absoluto y buscar
su probabilidad en la tabla, y como ya sabemos que es simétrica el valor
es el mismo. Veamos graficamente esto:

PiD=z>-0.64

N\

—0.64 0

La probabilidad de 0 > z > -0.64 es P (0 > z > -0.64) = 0.2389 (es
importante decir que la probabilidad siempre es un valor positivo, el
valor negativo que pueda tomar un dato al transformarlo en valor z, sélo
nos sirve para ubicarlo dentro de la curva), para conocer el valor de la
probabilidad que estamos buscando, es decir, la parte de la izquierda
del area que ya encontramos, tenemos que utilizar el complemento de
nuevo, ya sabemos que cada lado tiene 0.50, y aplicando una resta
podemos calcular el area que queremos, entonces decimos:

P(x<62)=P(z<-0.64)=0.50-0.2389 = 0.2611 = 0.26 = 26%
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Paso 5. Interpretacion: la probabilidad de que al seleccionar una mujer
al azar, su altura sea menor a 62 pulgadas es de 26%, o bien, que de
cada 100 mujeres existe la probabilidad de que 26 tengan una altura
gue sea menor a 62 pulgadas.

d. Que su estatura esté entre 62 y 64.5 pulgadas

Paso 1. La notacion correspondiente que debemos utilizar es: P(62 < x
< 64.5), para valores reales o no estandarizados se debe leer: la proba-
bilidad de que X, la estatura de las mujeres, sea mayor a 62 y menor a
64.5 pulgadas.

Paso 2. Dibujaremos una curva de distribucion normal, considerando
los valores reales para darnos cuenta, graficamente, dénde se encuentra
el area de la cual queremos conocer su probabilidad. Recordemos que
la informacién con la que contamos es \i = 63.6 y 0 = 2.5 pulgadas,
entonces el area sera:

P(62 <x < 64.5)

62.0 63.6 64.5

Los valores mayores a 62 pulgadas se encuentran a la derecha de la
curva punteada y los valores menores a 64.5 pulgadas se encuentran a
la izquierda de la linea punteada, por tal razén, el area de la cual que-
remos conocer su probabilidad es la que se encuentra sombreada.

Paso 3. Ahora bien, tenemos que estandarizar los valores reales, es decir,
transformarlos en valores z, aplicando la formula:
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7= =
o
_62-63.6 _1.
R
2.5 2.5
z;=-0.64

, _64.5-63.6_0.9
’ 2.5 2.5
z,=0.36

Una vez estandarizados los valores podemos visualizar, graficamen-
te, el area de la cual queremos conocer su probabilidad.

Pl -0.64 < z < 0.306)

-0.64 0 0.36

Paso 4. Busquemos el area bajo la curva que queremos, utilizando la
tabla de distribucién normal (véase tabla 5, en el apéndice). Recuerde
gue la tabla nos proporciona el area bajo la curva de la media hacia la
derecha, o hacia la izquierda usando el valor absoluto, en este caso
necesitamos conocer la probabilidad de dos partes de la curva, asi que
para este tipo de situaciones se requiere encontrar la probabilidad de
cada valor y después realizar la suma de ambas, entonces:

P (62 <x<64.5)=P (-0.64 <z< 0.36) - 0.2389 + 0.1406 =
0.3795 «0.38 «38%

Paso 5. Interpretacion: la probabilidad de que al seleccionar una mujer
al azar su altura sea mayor a 62 pulgadas y menor a 64.5 pulgadas es de
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38%, también podriamos decir que, de cada 100 mujeres, existe la pro-
babilidad de que 38 tengan una altura entre 62 y 64.5 pulgadas.

e. Que su estatura sea mayor de 61.5 pulgadas

Paso 7. La notacién correspondiente que debemos utilizar es: P (x >
61.5), para valores reales 0 no estandarizados se debe leer: la probabi-
lidad de que x (la estatura de las mujeres) sea mayor a 61.5 pulgadas.

Paso 2. Dibujaremos una curva de distribucién normal considerando los
valores reales para darnos cuenta, graficamente, dénde se encuentra el
area de la cual queremos conocer su probabilidad. Recordemos que la
informacion con la que contamos es: \i - 63.6 y 0 = 2.5 pulgadas,
entonces el area sera:

P(x>61.5

Los valores mayores a 61.5 pulgadas se encuentran a la derecha de la
curva punteada, por tal razon el &rea de la cual queremos conocer su
probabilidad es la que se encuentra sombreada.

Paso 3. Ahora bien, tenemos que estandarizar los valores reales, es decir,
transformarlos en valores z, aplicando la férmula:

_61.5-63.6 _-2.1__( g4

Z
2.5 2.5
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Una vez estandarizados los valores podemos visualizar graficamen-
te el area de la cual queremos conocer su probabilidad.

Piz>-0.64)

A\

-0.84 0

Paso 4. Busquemos el area bajo la curva que queremos, utilizando la
tabla de distribucion normal (véase tabla 5, en el apéndice). Recuerde que
la tabla nos proporciona el area bajo la curva de la media hacia la derecha
o0 hacia la izquierda usando el valor absoluto, en este caso necesitamos
conocer la probabilidad de dos partes de la curva, pero la parte derecha
es completa, asi que para este tipo de situaciones ya sabemos que el area
bajo la curva de la mitad es el 0.50, entonces, s6lo tenemos que conocer
la probabilidad del area bajo la curva de 0 a -0.84; en la tabla este valor
se corresponde con una probabilidad de 0.2995, asi que para saber la
probabilidad total tenemos que sumar 0.50 de la parte derecha:

P (x > 61.5) = P(z> -0.84) = 0.2995 + 0.5000 = 0.7995 « 0.80 » 80%

Paso 5. Interpretacion: la probabilidad de que al seleccionar una mujer
al azar su altura sea mayor a 61.5 pulgadas es de 80%; también podria-
mos decir que de cada 100 mujeres, existe la probabilidad de que 80
tengan una altura mayor a 61.5 pulgadas.

Ejercicios (5.3.1):
1. Un clasico de la distribucion normal se inspiré en una carta enviada a

una consejera sentimental en la que una esposa aseguraba haber dado
a luz 308 dias después de una breve visita de su esposo, el cual servia
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en la Armada de México. Las duraciones de los embarazos tienen una
distribucion normal con una media de 268 dias y una desviacion estan-
dar de 15 dias. Dada esta informacion, determine la probabilidad de
gue un embarazo dure 308 dias 0 mas, ¢,qué sugiere el resultado?

2. Utilizando los datos del ejercicio anterior. Si estipulamos que un
bebé es prematuro si nace al menos tres semanas antes de lo debi
do, ¢qué porcentaje de bebés nacen prematuramente?

3. Trace una curva normal, sombree el area deseada y obtenga la infor
macién requerida a continuacion:

Encuentre el area a la derechade z=1.0
Obtenga el area a la izquierda de z - 1.0
Calcule el area a la derecha de z =-0.34
Determine el areaentrez=0yz=1.5

Halle el areaentrez-0y z =-3.88
Encuentre el area entre z - -0.56 yz= -0.20

-0 Q0 oW

4. Encuentre los valores de z que produciran las siguientes areas:

a. El &rea a la izquierda de z es 0.0505
b. El area a la izquierda de z es 0.0228
c. El area a la derecha de z es 0.0228
d. Eldareaentre 0y z es 0.4772

e. El &rea de la derecha de z es 0.5000

5. Suponga que el ingreso promedio de una gran comunidad se aproxi
ma razonablemente mediante una distribucién normal que tiene una
media de $15 000 pesos y una desviacion estandar de $3 000 pesos.

a. ¢Qué porcentaje de la poblacién tendra ingresos superiores a
$ 18 600 pesos?

b. En una muestra aleatoria de 50 empleados, ¢,alrededor de cuan
tas personas se puede esperar que tengan ingresos menores de
$10 500 pesos?
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Los tiempos de reemplazo para los televisores tienen una distribucion
normal con una media de 8.2 afios y una desviacion estandar de 1.1
anos. Determine la probabilidad de que un televisor seleccionado al
azar tenga un tiempo de reemplazo de menos de 7.0 afios. Si toma
mos una muestra de 10 televisores al azar, cuantos de ellos tienen la
probabilidad de descomponerse en un periodo de seis afos.

Los tiempos de reemplazo de los reproductores de CD tienen una
distribucién normal con una media de 7.1 afios y una desviacion
estandar de 1.4 afios. Determine la probabilidad de que un repro
ductor de CD seleccionado al azar tenga un tiempo de reemplazo de
menos de 8.0 afios.

Suponga que los pesos de la basura desechada por los hogares cada
semana estan normalmente distribuidos con una media de 9.4 kilos
y una desviacién estandar de 4.2 kilos. Determine la probabilidad de
seleccionar aleatoriamente un hogar y obtener uno que desecha
entre 5.0 y 8.0 kilos de basura en una semana.

Segun la opinién de una empresa productora de tinas de bafio, los
hombres pasan en promedio 11.4 minutos en la ducha. Suponga que
los tiempos estan distribuidos normalmente con una desviacién
estandar de 1.8 minutos. Si se escoge al azar un hombre, determine
la probabilidad de que pase al menos 10.0 minutos en la ducha.
Los puntajes de cociente intelectual (IQ) estan distribuidos normal
mente con una media de 100 puntos y una desviacion estandar de
15 puntos. "Personas sobresalientes" es una organizacion para per
sonas con cociente intelectual elevado, y sélo acepta personas con
un IQ mayor que 131.5.

a. Sise escoge aleatoriamente a una persona, determine la proba
bilidad de que satisfaga el requisito de la empresa.

b. En una region representativa con 75 000 habitantes, ¢,cuantos
son elegibles para la empresa "personas sobresalientes"?
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5.4 DISTRIBUCION "T DE STUDENT"

En el estudio de la distribucion normal podemos ver que siempre trabaja-
mos con muestras de un tamafio grande, por grande debemos entender
mayores a 30 observaciones, y una desviacion estandar conocida. Pero
existen en la realidad problemas en donde ni el tamafio de la muestra es
tan grande, ni tampoco es posible conocer el valor de la desviacién
estandar poblacional.

Afortunadamente, existe una distribucion que se utiliza en estos
casos y se le conoce en estadistica como "distribucién t de Student".

Los origenes de la distribucion t se encuentran en unos trabajos rea-
lizados por W.S. Gossett (1876-1937), quien era empleado de la cervece-
ria Guinness Brewery en Dublin, Irlanda, y necesitaba una distribucién
gue pudiera ser utilizada con muestras pequefias, la empresa no permi-
tia que los empleados publicaran resultados de investigaciones con su
propio nombre. De modo que Gossett adoptd el seudonimo de Student
para publicar los resultados de sus hallazgos de investigacién (1908).

A Gossett le interesaba el comportamiento exacto de la expresion:

(= X1
s/\n

Cuando s debia usarse como estimador de a. En particular le preo-
cupaba la discrepancia entre s y a cuando se calculaba s a partir de una
muestra muy pequefia. La distribucién iy la distribucién normal estan-
dar se presentan graficamente en el siguiente diagrama:

Distribucién normal

Distribucion ¢

fo=)
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Observe que, en particular, la distribucion es menos alta y mas exten-
dida que la distribucion normal.

Las siguientes caracteristicas de la distribucion i se basan en el
supuesto de que la poblacién de interés es normal o casi normal, sélo
que la muestra es pequefia y se desconoce el valor de a:

a. Como la distribucién z, es una distribuciéon continua.

b. También es acampanada y simétrica.

c. No existe una sola distribucion t, sino una familia de distribu
ciones f. Todas tienen la misma media igual a cero, pero sus des
viaciones estandar difieren de acuerdo con el tamafio de la
muestra n. Hay una distribucion t para cada tamafio de muestra.

d. Ladistribucién i es mas extendida y menos puntiaguda en el
centro que la distribucién normal estandar (refleja la mayor
variabilidad que cabe esperar cuando la muestra es pequefia).
Sin embargo, a medida que aumenta el tamafio de la muestra,
la curva de la distribucion f se aproxima a la de la distribucion
normal estandar.

Una vez que hemos resaltado los origenes y las caracteristicas mas
importantes de la distribucién i, cabe aclarar que ésta se utiliza basica-
mente para estimaciones de valores de la media poblacional y también
para formar intervalos de confianza, pero esos temas quedan fuera de
los limites de este curso, asi que dejaremos la exposicion del tema en
esta parte para que el estudiante retome la definicion en su siguiente
curso de estadistica.

Cabe agregar que también existe una tabla que nos proporciona los
valores de areas bajo la curva en distribuciones del tipo t, pero su utili-
zacion requiere del conocimiento de algunos otros temas que también
escapan al interés del curso.






6. NUMEROS INDICES

La verdadera, sabiduria esta en
reconocer la propia ignorancia.

SOCRATES

Objetivos:
Al finalizar el capitulo el alumno sera capaz de:

 Calcular, interpretar y aplicar los nimeros indices simples y
compuestos de precio, cantidad y de valor.

 Calcular, interpretar y aplicar los nameros indices ponderados.

 Deflactar series de valores.

» Comprender los nimeros indices, canasta basica y poder de
compra.
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6.1 DEFINICION Y EMPLEO DE LOS NUMEROS iNDICES

Definicion: Un nimero indice es una razén que se utiliza para medir los
cambios relativos que ocurren en cantidades, precios o valores de una metr-
cancia en uno o varios periodos. Por ejemplo, cuando una ama de casa
observa que un pan que le gusta consumir cuesta el doble que hace 10
anos, en realidad esta utilizando un tipo de nimero indice, aunque no lo
alcance a comprender.

6.1.1 Empleo de los nimeros indices

El empleo de los niUmeros indices, en economia, es muy importante, ya
que indican los cambios que sufren las mercancias en cuanto a sus pre-
cios, cantidades o valores a través del tiempo. Algunos de los indices
mas conocidos son: el indice de precios al consumidor, y el indice de
precios al productor, etcétera.

Los numeros indices también son utilizados para indicar periodos
de inflacion, recesion, ciclos comerciales y estancamientos en el siste-
ma economico.

Los negocios y las industrias también enfrentan situaciones en las que
se requieren, de alguna forma, la utilizacién de algunos indices, ya que ex-
perimentan cambios en los precios y cantidades de las materias primas,
productos semiacabados, refacciones, suministros, mano de obra, com-
bustibles y ventas, y en estos casos los nimeros indices les ofrecen una
alternativa para medir tales cambios.

En la actualidad se han vuelto tan importantes los nimeros indices
que existen diferentes instituciones publicas y privadas que se dedican
a producirlos (bancos, casas de bolsa, consultarias, Banco de México,
Nacional Financiera, etc.), y tanto el sector publico como el privado los
utilizan para el célculo de sus estimaciones, también las diferentes uni-
versidades recurren a ellos para la realizacion de investigaciones y estu-
dios.
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6.2 TIPOS DE NUMEROS iINDICES

Existen tres clasificaciones de los nimeros indices utilizados en econo-
mia; de precios, de cantidad y de valor.

Cuando el indice se aplica a un solo producto o mercancia, es decir,
para calcular el cambio en el precio, la cantidad o valor, el indice recibe
el nombre de indice simple; cuando se aplica a un grupo de elementos
recibe el nombre de indice compuesto, es decir, pueden existir indices
simples o compuestos de precios, cantidad y de valor. Pasemos al estu-
dio de cémo se construyen estos indices.

6.3 CONSTRUCCION DE NUMEROS iNDICES: SIMPLES Y
COMPUESTOS (AGREGADOS)

6.3.1 Numeros indices simples

Un namero indice simple mide el cambio relativo que ocurre en canti-
dad, precio o valor de un solo bien o mercancia: se calcula como la
razén de precio, cantidad o valor en un periodo dado con respecto al
precio, cantidad o valor correspondientes en un periodo tomado como
base.

Los numeros indices simples para el precio, cantidad y valor relati-
vos se pueden calcular mediante las siguientes férmulas:

Precio relativo = [E—”} x 100 ;(‘J = x 100
0

Cantidad relativa = (i] x 100 O 19| x 100
9o



NUMEROS INDICES 263

: . {0 {0
Valor relativo = (P—E—J x 100 - % x 100
R Qo Pg’ qs,)

P, = Precio del bien en el afio base

go = Cantidad de un bien en el afo base

Pn = Precio del bien en determinado afio

gn = Cantidad de un bien en determinado ano
i=1,2,3, ...

Donde:

Ejemplo: considere el precio y volumen promedio en el caso de un
vendedor de automoviles nuevos a escala en lo referente a un tipo de
modelo especifico con el equipo estandar de fabrica. Los datos son los
siguientes:

Datos de volumeny
precio para vendedores de
autos
Precio NUm. de autos
Afo prom. de venta vendidos Ingresos (miles)
1992 3 000.00 60 180.00
1993 3 300.00 63 207.90
1994 3900.00 60 234.00
1995 4 500.00 66 297.00
1996 4 500.00 72 324.00
1997 4 800.00 75 336.00
1998 4 950.00 66 326.70

a. Calcule los nimeros indices para el precio, cantidad y valor del
afo 1996, tomando como afio base 1992.

Respuesta:

Esto significa que debera considerarse el precio de los autos de 1992
gue es de $3 000.00 pesos como equivalente a 100% y que los precios
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de otros afios deberdn medirse en relacion con ese precio. En forma si-
milar, el volumen de ventas se medira utilizando el volumen de ventas
del afio base que es 60 unidades vendidas, como 100% Yy los ingresos
se mediran utilizando como base a $180 000.00 como el 100 por ciento.

Pasemos al calculo:

a. Los numeros indices simples o relativos, para precio, cantidad
y valor de los automoéviles del afio de 1996 con respecto a

1992 son:
Pf( 5
L = |22 | x 100 = [2299) 4 100 =150
Pogs 3,000
o= —q—'l%i”-]x*loo:(ﬂ)noozuo ‘
G992 60
P G 4,500)(72
| = mb_m_] x 100 = & x 100 =180
ngz G992 (31000)(60)
=150 ; | =120; I, =180

Interpretacion de los indices:

El indice de precios nos indica que los precios de los automoviles
aumentaron 50% entre 1992 y 1996.

El indice de cantidad nos indica que el total de automoviles vendi-
dos aumentaron en 20% de 1992 a 1996.

El indice de valor nos dice que el valor de los automéviles aumento
80% de 1992 a 1996. Otra forma seria decir que los ingresos por las
ventas de automoviles aumentaron en 80% de 1992 a 1996.



NUMEROS INDICES 265

Ejemplo: calcular los indices de precio, cantidad y valor para todos los
afos, tomando como base el afio de 1992.

Respuesta: indices de precio, cantidad y valor para el ejemplo de los
automaviles, utilizando las cifras de 1992 como base.

Precio Cantidad Ingresos
Afo Pesos indice Unidades indice Pesos indice
1992 3 000.00 60 180.00
1993 3 300.00 63 207.90
1994 3 900.00 60 234.00
1995 4 500.00 66 297.00
1996 4 500.00 72 324.00
1997 4 800.00 75 336.00
1998 4 950.00 66 326.70

Por dltimo, los nimeros indices simples que utilizan un periodo base
comun reciben el nombre de relativos de base fija.

6.3.2 Numeros indices relativos de enlace

Este tipo de indices concentran la atencion en los cambios relativos que
se dan de un afio a otro; cada precio, cantidad o valor anual se mide
como una razoén con respecto al afio anterior. Los indices relativos enla-
zados se pueden calcular directamente, utilizando datos no procesados,
o bien, se pueden determinar a partir de nimeros indices de base fija si
se dispone de ellos. Estos indices relativos también se expresan en tér-
minos de porcentaje.

Ejemplo: calcular el indice relativo de enlace para la cantidad del afio
de 1996.

Respuesta: se puede calcular de dos formas:
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Mediante el uso de datos no procesados o brutos:

_ [ﬂ) x 100 = (12_] x 100 =109
q]‘J‘_iS 66

reciagg

Mediante los indices para 1995 y 1996

| = [’_‘-ﬂf_) x 100 = (1—2‘1) x 100 =109
o L1995 110

Interpretacion: una expresion relativa siempre nos indica cuanto repre-
senta una cantidad con respecto a otra, en economia también se dice
gue refleja cuanto cambié una cantidad con respecto a otra de un perio-
do a otro. En este caso podemos decir que el indice relativo de cantidad
nos refleja cuanto varié la cantidad de automéviles de un afio a otro a
lo largo de todo el periodo. En este ejemplo podemos decir que la can-
tidad de automoviles aumentd 9% de 1995 a 1996.

Nota: En el ejemplo pasado se calculé el aumento con respecto a 1992 y todos los indi-
ces se calcularon con respecto a este afio base. En el caso de los indices relativos se cal-
culan de acuerdo con el afio inmediato anterior.

Ejercicio (6.3.1): calcular los indices relativos y de enlace de precios,
cantidad y valor (ingreso) del ejemplo anterior.

La principal limitacion que presentan los indices relativos simples con-
siste en que solo se refiere a los elementos individuales, en tanto que, a
menudo, es deseable poder resumir cambios con base en un grupo com-
pleto de elementos.

Es decir, el consumo de una persona no se basa en un solo producto
Unicamente. Para estos casos existen los nimeros indices para grupos de
valores que reciben el nombre de nimeros indices compuestos y son los
gue veremos a continuacion.
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6.3.3 NUmeros indices compuestos o0 agregados

Los nimeros indices compuestos se utilizan para indicar el cambio rela-
tivo en precios, cantidad o valor de un grupo de elementos o mercanci-
as. Por ejemplo, usted podria preguntarse si, en general, los precios de
los comestibles se han elevado o reducido durante un periodo dado. Sin
duda, muchos precios se han elevado pero otros se han reducido. ¢Qué
puede decirse en términos globales? Para saber la respuesta es necesa-
rio examinar una combinacion de articulos en lugar de considerarlos de
manera aislada.

A continuacién se consideran algunos métodos para obtener niume-
ros indices compuestos o agregados.

Agregados (simples): Este tipo de indices es poco empleado en la prac-
tica y en los libros es poco tratado, pero para fines escolares tiene que
ser explicado.

Los indices agregados simples se calculan para precios, cantidad y
valor, las férmulas que se utilizan son las siguientes:

bies) = %FJ” x 100 ;
pﬂ
;c(as} = an x 100 ’
S,
ZPU%

Veamos un ejemplo: Utilizando los datos de las compras de un consu-
midor en los afios de 1990 y 1998, calcular los respectivos indices agre-
gados simples de precios, cantidades y valores.
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Datos de las compras de un consumidor

1990 1998
Productos Precio Cantidad Precio Cantidad
Jamén 0.80 2 1.20 1.5
Tortillas 0.10 4 0.08 6.0
Pan 1.00 1 2.00 0.5
Periddico 0.10 1 0.25 1.0
Respuesta:

l.llrara.-’ul

gl

(1.20+0.08+2.00+0.25] « 100=3-53 _17¢ 5
0.80+0.10+1.00+0.10 2

Lo = [E—q] x 100 =
29

(1.50+6.UO+050+1.00) « 100= 9-112.5
2.00+4.00+1.00+1.00

Lo = (EP”q”] x 100 =

E PoYo

((1 20)(1.5)+(0.08)(6.0)+(2.0)(0.5)+(0.25)(1.0)
(0.80)(2.0)+(0.10)(4.0)+(1.0)(1.0)+(0.10)(1.0)

]x 100=114

En la practica no se utilizan este tipo de indices ya que son muy simila-
res a los indices simples, ademas, no proporcionan muchos elementos
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de analisis, a excepcion de indice de valor que tiene incluidas las dife-
rentes cantidades que permiten ponderar de alguna manera el indice,
€COmo veremos a continuacion.

Un indice agregado simple representa los cambios en precios, can-
tidades o valores en el transcurso del tiempo para todo un grupo de
articulos. Un indice asi, aunque es facil de calcular, tiene dos claras des-
ventajas sin considerar al indice de valor que no presenta estas desven-
tajas. Primera: El indice considera igualmente importante cada articulo
del grupo vy, por consiguiente, permite que los articulos mas caros por
unidad tengan una influencia excesiva. Segunda: cualquier cambio en
la unidad de medida de cualquier articulo altera el valor del indice, por
ejemplo, el precio de algiin bien puede expresarse en centavos por kilo,
mientras el precio de los demas en libras.

indice agregado ponderado: Al igual que los indices agregados simples,
los indices agregados ponderados se calculan para los precios, las can-
tidades y el valor de un conjunto de mercancias, lo interesante ahora es
gue, de alguna forma, para calcular cada uno de los indices se les agre-
ga un valor que refleja la importancia que tiene cada bien en la canasta
de consumo del individuo, es decir, se pondera.

Comencemos a comprender esto observando las formulas que se
aplican para cada tipo de indice ponderado:

pq
[ = 2P.% x 100

) Epn%

donde: q, denota las ponderaciones del afio base

Indice de precios

Indice de cantidad I = Zﬁ x 100
ZPU%

donde: P, denota las ponderaciones del afio base
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indice de valor [, = [zpnq”] x 100

EPO%

Veamos un ejemplo de cada uno: Tomando como base los mismos datos
del ejemplo anterior, es decir, "los datos de las compras del consumi-
dor", calcule el indice de precios, cantidad y valor ponderado.

Respuesta:

indice de precios =

2P, x 100 = m x 100
EF‘“% Epwgofﬁqqn

_ (1.20)(2.0)+(0.08)(4.0)+(2.0)(1.0)+(0.25)(1.0)
(0.80)(2.0)+(0.10)(4.0)+(1.0)(1.0)+(0.10)(1.0)

x 100 = 160

El indice de precios ponderado sefiala que, en conjunto, los precios para

esta canasta de consumo han aumentado en 60% de 1990 a 1998, es
decir, en 9 afios.

indice de cantidad =1, = {an_q] x 100= {MJ x 100

EPO% EPWQO(M%]

_(1.5){0.80)+(6.0)(0.10)+(0.5)(1.0)+(1.0)(0. 10)
(U 80)(2.0)+(0.10)(4.0)+(1.0)(1.0)+(0.10)(1. OJ

100 =77

Este indice se puede interpretar diciendo que las cantidades totales de

los articulos adquiridos por el comprador disminuyeron en 23%, es
decir, 100-77 = 23%.
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. P g, pP..g

indice devalor = I, = z—-_”—— x 100 = Z—lw x 100
Epn(ﬁl Epwwﬂhggo

_(1.2)(1.5)+(0.08)(6.0)+(2.0)(0.5)+(0.25)(1.0) X100 = 114

_((].80)(2.0J+(0.10_)(4.0)+(1.(]j(1.[J)+(0.1(})(1.U)

Podemos decir que el valor de los bienes en conjunto aumento en 14%.

Observacion: no es absolutamente necesario utilizar los precios o can-
tidades del afio base como ponderaciones para dichos indices. Por
ejemplo, algunas veces se usan las ponderaciones del afio en curso. Sin
embargo, la desventaja de dichas ponderaciones es que deben ser revi-
sadas cada nuevo afio.

Promedio de métodos relativos: Otro método que se emplea en la ela-
boracién de numeros indices consiste en la obtencion de los indices
relativos con respecto al precio, cantidad y valor, en relacién con un afio
base y una vez adquiridos se obtiene el promedio de ellos.

Promedio no ponderado del método de relativos™ También conocido
como "método de media de relativos simples”. Como su nombre lo indica,
se trata de calcular el valor medio o promedio de los indices relativos de
ciertos bienes, también se pueden deducir de una canasta de bienes.

* Enla bibliografia consultada se limitan a tratar el caso del promedio de precios relati-
VoS, nunca tratan el promedio relativo de cantidad y valor, tal vez se pueden deducir
facilmente o peor aun, no tienen sentido econémico. Habria que realizar este ejercicio.
Sin embargo, en los libros si hablan de sacar el promedio con base en la media aritmé-
tica, geométrica, armonica, mediana etc. Nosotros explicaremos Gnicamente la media
aritmética y si algun alumno quisiera conocer mas a fondo el tema lo remitiremos a
Murria R. Spiegel {op. cit).



272  ESTADISTICA DESCRIPTIVA

La formula para calcularlo seria:*

Promedio de ind 2"+/%) =5 no _ M

n

Donde: _ _
Suma de todos los precios relativos de

los bienes
n = NUmero de precios relativos de bienes empleado.

Ejemplo: calcular el promedio de indice de precios de relativos simple
para los datos de las compras de un consumidor en los afios de 1990 y

1998.

Solucién: los precios relativos son:

Precio relativo del jamon

io del j . 1998
_ precio del jamén en x 100 = 120« 100=150

precio del jamdn en 1990 0.80

Precio relativo de las tortillas

io de las tortillz 1998
_ Precio de las tortifias en x100:0'08x100=80

precio de las tortillas en 1990 0.10

2 Las férmulas para los indices promedio de cantidad y de valor serian las siguientes (estas

son deducciones a partir de la formula de indices promedio de precios):

2(@./4) (/%) I M

"'c {promedio) = s v tpramedio) =

n It
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Precio relativo del pan

100 = 29 x 100 = 200

_ precio del pan en 1998 .
precio del pan en 1990 1.0

Precio relativo del periddico

io del i6di 1998
_ prec!o e per!(? !co en 100 = 9:25 100 = 250
precio del periédico en 1990 0.10

El promedio o la media de los precios relativos es:

2F/B _150480+200+250_680 _ 1700,
n 4 4

Promedio ponderado del método de relativos: Este es un enfoque alter-
nativo al método de agregados ponderados. Existen consideraciones de
célculo que influyen en la seleccion de los métodos para una situacion
dada. Al trabajar con datos publicados, algunas veces no se dispone de
los precios y cantidades originales. En vez de ello se proporcionan los
relativos que son los mas utilizados.

Los indices de precio y cantidad correspondientes que utilizan rela-
tivos son los siguientes:

indice de precios (ponderaciones del afio base):

,_2lB/R)Re)]
’ SR

100
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indice de cantidad (ponderaciones del afio base):

2l /) (o)

I = x100

EPUQ()

Ejemplo: calcular el indice de precios y de cantidad ponderados para el
gjercicio de las compras de un consumidor.

Respuesta:

D )

indice de precios: |, = x 100

" 3
2 ! 19940 QI G

_ (1.2/0.80)(0.80)(2.0) +(0.08/0.10){0.10)(4.0) + (2.0/1.0)(1.0)(1.0} + (0.25/0.10) (0.1 0)(1.0) )
g (0-80)(2.0) + (0.10)(a.0) + (1.0)(1.0) + (0. 10)(1.0)

= '.!.4+(I.32+2.(]+0.25ﬂua: 4.97 100 =160
T.6+0.441.0+40.1 3.1

100

E[[q"*‘m /QI'JGU ](F: 90 Ghaso )]

indice de cantidad: . = _ x 100
EHQHJQI‘J'}U

(1.5/2.0)(0.80)(2.0)+(6.0/4.0)(0.10)(4.0) (0.5/1.0)(1.0)(1.0)+(1.0/1.0)(0.10)(1.0)

I = x 100

(0.80)(2 .0]+(n_10)[4.0)+(1 .0](1 .0)4-[0.1 U)(! _U)

| - 1.240.640.540.10 , 100-24 \ 100 77
11.6+0.4+1.04+0.1

Nota: En la bibliografia consultada no se calcula el indice de valor promedio ponderado
por alguna razén. Nosotros tratamos de descubrirla.
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indice de valor (ponderaciones del afio base)
2[(81%/%%)(’00%):[

P (p
_ < 100 = E (R‘;%]( nqu]] F.q,

l, - -
Sha. Sha  Sha

100

En la férmula para el indice de valor promedio ponderado notamos que
al sustituir los valores de los precios y las cantidades del afio base se anu-
lan y la férmula queda idéntica a la de agregados sin ponderar.

Ejercicio (6.3.2): con base en la siguiente tabla del consumo de produc-
tos lacteos de un individuo.

Consumo de productos lacteos

1990 1998

Precio Cantidad Precio Cantidad
Leche 1.20 2.0 1.80 15
Mantequilla 1.50 2.0 2.25 25
Queso 1.30 0.5 1.95 1.0

Calcule:

a. Los indices simples de precios, cantidad y valor.
b. Los indices agregados simples de precios, cantidad y valor.
c. Los indices agregados ponderados de precios, cantidad y valor.
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6.4 NUMEROS INDICES DE LASPEYRES, PAASCHE Y FISHER

6.4.1 indice de Laspeyres

Este indice mide el cambio en términos de porcentaje en los precios que
ocurriria en cualquier periodo dado si se hubieran comprado los mismos
articulos y en las mismas cantidades en la realidad en un punto de refe-
rencia o periodo base seleccionado.

El indice de precios agregado de Laspeyres utiliza ponderaciones de
cantidad del periodo base. La férmula seria la siguiente:

28} ffn
“  x100:

"P{MJ =
EPG Go

Existe otra notacién mas formalizada: 0
PiLA)

je(f) I{O)
== _ x100
iﬂto} q"

!

Q

Veamos un ejemplo de su aplicacién: calculemos el indice de
Laspeyres para el ejercicio del consumidor (6.3.2).

I 25 % 100
" EPU Qo
i (1.2)(2.0)+(0.08)(4.0)+(2.0)(1.0)+(0.25)(1.0} oo
(0.80)(2.0)+(0.10)(4.0)+(1.0)(1.0)+(0.10)(1.0)

_ 2.4+0.3242.0+0.25, 100 = 4-97, 100 = 160

1.6+0.4+1.0+0.10 3.1
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Interpretacion econdmica: podemos decir que el costo de esta despen-
sa basica de alimentos en 1998 era 60% mayor que el costo de estos
articulos en 1990.

6.4.2 indice de Paasche
El indice de Paasche™ usa las cantidades del afio de referencia en lugar
de las cantidades del afio base como ponderaciones 0 pesos para el

indice agregado ponderado.
La férmula que utiliza es la siguiente:

Veamos un ejemplo de su aplicacion: calculemos el indice de Paasche
para el ejercicio del consumidor.

(1.2)(1.5)+ (0.08)(6) + (2.0)(0.5) + (0.25)(1.0)

) (0.80)(1.5)+(0.10)(6]+(1.0)(0.5)+(0.10)(1.0] X 100
_1.840.48+1.0+0.25 100- 353, 100147
1.2+0.6+0.5+0.10 2.4

*% Los indices de Raasche miden los cambios en términos de porcentaje en los precios que
ocurririan en cualquier periodo dado si se hubieran comprado los articulos en un perio-
do de referencia o base y en las mismas cantidades que en el periodo dado ahora.
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Interpretacion econdémica: este indice nos indica el cambio en los pre-
cios de la canasta basica de 1998 con respecto a 1990, si las cantidades
de bienes comprados fueran las de 1998.

Existen algunos autores que mencionan que el indice de Laspeyres
tiene una tendencia a sobreestimar los cambios de precios, mientras que
el indice de Paasche tiende a subestimarlos y por lo tanto se cred un
nuevo indice.

6.4.3 indice de Fisher

El indice de Fisher se calcula a partir de los indices de Laspeyres y de
Pasche. En un esfuerzo por cancelar los sesgamientos de precios inhe-
rentes en los indices de Laspeyres y de Paasche, Fisher construyd un
indice "ideal" que se refiere a la media geométrica de los dos indices
anteriores.

La formula que se utiliza es la siguiente:

n n

th(0) (t}h (1)
SR || YR
i=1 i=1

n n

(D) ~0) (0) 1]
S| | Sevq
=1 i=1

T o] -

Ejemplo: calcule el indice de Fisher a partir de los indices de Laspeyres
y Paasche (previamente calculados).

Respuesta:

b= (n) (bir)) = | (160) (147) = 153.36= 153
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Aungue el indice de precios de Fisher parece medir el indice de precios
mas preciso que el de Laspeyres o el de Paasche, se usa poco en la prac-
tica. El indice de Laspeyres o alguna variante de éste es el mas usado por
los estadisticos.

Una de las limitaciones que tiene la aplicacion del indice de Fisher
es que requiere de un grupo de datos ajustados continuamente, es labo-
rioso y cuesta mucho construirlo y asimismo, prohibe una comparacién
directa de los movimientos de precios entre un periodo y otro.

Ejercicio (6.4.1): De la siguiente tabla calcular el indice de Laspeyres,
Paasche y de Fisher.

Precios y cantidades consumidas de varios metales en
México en los afios de 1975y 1984

1975 1984
Metales Precio Cantidad Precio Cantidad
Cobre 64.2 3440.0 66.8 240.6
Plomo 215 1144.0 25.6 710.0
Estario 339.8 49.4 623.8 42.8
Zinc 39.0 1068.0 48.6 558.0

6.5 OTROS INDICES

6.5.1 El indice de Marshall-Edgeworth

El indice de Marshall-Edgeworth usa el método de agregacion pondera-
da con afio tipico, en el que los pesos (ponderaciones) se toman como
la media aritmética de las cantidades del afio base y el afio dado, es
decir, g;= 1/2(qg + qy,), sustituido en la férmula:
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f;
E q[ . significa que el indice Marshall-Edgeworth queda de la
Fq.  siguiente manera:

2P (o + )

(/A3n@ra) oy Shlera)

L, =
723k (w +a) S (d0 +a)

Ejemplo: calcular el indice de Marshall-Edgeworth con los datos que
hemos manejado de las compras del consumidor.

Datos de las compras de un consumidor

1990 1998
Precio Cantidad Precio Cantidad P (qo+dgs) P” (qo+dy)
0
Jamén 0.80 2 1.20 1.5 2.8 4.2
Tortillas 0.10 4 0.08 6.0 1.0 0.8
Pan 1.00 1 2.00 0.5 1.5 3.0
Periddico 0.10 1 0.25 1.0 0.2 0.5

Entonces tenemos que: lye = M x 100=82-154.5
> h (% +.) 5.5

También existe la férmula
para calcular la media de precios relativos de Marshall-Edgeworth. Su
formula es la siguiente:

n

2{(e./5)[Fs (a0 + .
S (@ +a.)]

=1

e =
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Nosotros no haremos ningun ejercicio en este caso pero el alumno lo
puede realizar.

Finalmente, diremos que los indices de precios de Marshall-Edge-
worth, no estan sesgados con respecto a los movimientos de los precios;
sin embargo, al igual que los indices de Paasche, los indices Marshall-
Edgeworth, también requieren un grupo de ponderaciones conti-
nuamente ajustadas, por desgracia, esta necesidad laboriosa y de alto
costo prohibe hacer comparaciones de movimientos de precios entre un
periodo y otro.

Por dltimo, mencionaremos algunos indices de los mas utilizados en
economia: indice nacional de precios al consumidor, El indice de pre-
cios al mayoreo; indice de promedio industrial Dow-Jones; y el indice
de produccién industrial. También esta el indice nacional de precios al
productor, etcétera.

Ejercicio global (6.5.1): tomando como base los siguientes datos calcule
todos los diferentes indices que se estudiaron en este capitulo, conside-
re que los precios estan dados en pesos y las cantidades en kilogramos.

Precios pagados a los pescadores
por diferentes tipos de pescado

1980 1990

Pescado Precio Cantidad Precio Cantidad
Bacalao 6.5 40.0 11.2 53.0
Lenguado 12.2 127.0 153 169.0
Merluza 7.9 119.0 22.7 27.0
Perca 4.0 141.0 4.9 55.0

Atdn 15.7 298.0 26.2 393.0
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6.6 CAMBIO DEL PERIODO BASE

Cuando se estudian los numeros indices, al tomador de decisiones le
interesa comparar el valor actual del indice con algun periodo base o
punto de referencia. No obstante, es dificil relacionar comparaciones de
precios con puntos de referencia en un pasado muy lejano. En estas cir-
cunstancias es deseable cambiar el periodo base. Asimismo, un tomador
de decisiones se ve envuelto con frecuencia en la comparacion de dos
series de numeros indices, cada uno con puntos de referencia diferen-
tes. También en estos casos es factible cambiar el periodo base de una
de las dos series de numeros indice a fin de que concuerde con el de la
otra serie.

Para cambiar de base soélo se divide cada nimero indice de la serie
entre el valor del nimero indice que estd expresado en el nuevo perio-
do de base deseado. Después se multiplica cada resultado por 100 para
obtener el nuevo grupo de nimeros indices transformados con la nueva
base.

L)
La formula seria la siguiente: 1., =~_—J—‘ﬂ-‘1— x 100
| O
base deseada

Donde:

Ihevo = NUmero
plazada.

Numero indice en el periodo de tiempo t, con base vieja.

(r) —_
viejo

a establecer como la nueva base
e = Valor del niumero indice con la

base deseada

Ejemplo: a partir de la siguiente serie realice el cambio de base del afio
de 1960 al afio de 1967.
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indices de precios del camaron en los afios de 1960-1975

(pesos)
indice de precios indice de precios

Afo base 1960 = 100 con base 1967 = 100

1960 100.0 (100.0/94.3) x 100 = 106.0
1961 86.9 (86.9/94.3) x 100= 92.1
1962 79.5 (79.5/94.3) x 100= 84.3
1963 68.9 (68.9/94.3) x 100= 73.1
1964 65.6 (65.6/94.3) x 100= 69.9
1965 77.9 (77.9/94.3) x 100= 82.6
1966 104.1 (104.1/94.3) x 100= 110.4
1967 94.3 (94.3/94.3) x 100 = 100.0
1968 93.4 (93.4/94.3) x 100= 99.0
1969 112.3 (112.3/94.3) x 100= 119.1
1970 125.4 (125.4/94.3) x 100= 133.0
1971 136.9 (136.9/94.3) x 100= 145.2
1972 175.4 (175.4/94.3) x 100= 186.0
1973 194.3 (194.3/94.3) x 100 = 206.0
1974 217.2 (217.2/94.3) x 100 = 230.3
1975 284.4 (284.4/94.3) x 100 = 301.6

Ejercicio (6.6.1): cambiar la nueva serie a una nueva base 1970, 1962 y
1974.

6.7 DEFLACION Y PODER DE COMPRA

6.7.1 Deflacion

La unidad usada para expresar la magnitud de las transacciones y ope-
raciones financieras, asi como muchas econémicas y de los negocios en
este pais es el peso, pero a veces podemos notar que no mantiene un
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valor constante al pasar el tiempo. Suelen escucharse reflexiones como
"el peso no compra lo que antes”, "el peso se ha depreciado", "el peso
ha perdido su poder de compra”, etc. Al comparar el precio de una barra
de pan, hoy con su precio de hace diez afios, concluiremos que el pre-
cio del pan ha subido o el valor del dinero se ha depreciado.

Cuando se hacen varias reflexiones como las anteriores y es predo-
minante el caso del precio que ha subido, puede esperarse la conclusién
de que el peso, en términos de lo que puede comprar, haya perdido
parte de su valor.

Una serie de tiempo expresada en valores de pesos puede represen-
tar los cambios combinados de precios y cantidades de un solo articulo
0 un grupo de articulos. El proceso de remover o eliminar los efectos de
cambios de precios de los bienes se llama deflacion. Los valores del peso
deflactados representan los cambios en la cantidad. La deflacion puede
ser hecha mediante la siguiente expresion:

Valor del peso deflactado

Valor original del peso
= x 100

indice de precios correspondiente o apropiado

En algunos casos, los indices de precios que se tienen que utilizar no
estan disponibles, por lo tanto debemos seleccionar un indice de pre-
cios apropiado para la deflacion.

Veamos algunos ejemplos: calculemos los valores deflacionados de
la siguiente serie de las ventas de una compafiia.

Ventas anuales de la compariia X
(miles de pesos)

Ano Ventas INPC Valores deflactados

1970 880 116.3 (880/116.3) x 100 = 757
1971 940 121.3 (940/121.3) x 100 = 775
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1972 1 100 125.3 (1 100/125.3) x 100= 878
1973 1 450 133.1 (1450/133.1) x 100 = 1 089
1974 1 790 147.7 (1 790/147.7) x 100=1 212
1975 1 825 161.2 (1 825/161.2) x 100 =1 132

Nota: es importante saber cuél es el afio base para las conclusiones.

Otro ejemplo: La siguiente tabla muestra el salario semanal promedio de
los trabajadores en el comercio minorista de la Ciudad de México
durante los afios de 1973 a 1983. También contiene el indice de precios
al consumo para esos afios con 1972 como base.

Ao 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983

$prom. 9632 102.68 108.86 114.60 121.66 130.20 138.62 14738 158.03 163.85 171.05
sem.
INPC 1062 1179 1287 136.1 1449 1559 1735 197.0 2174 230.7 238.1
1972
=100

a. En términos del salario promedio de 1973, determinar los salarios rea-
les en los afios de 1973-1983.

Solucion: hallar primero un namero indice de precios al consumo con
1973 como base, es decir, cambiaremos de base a la serie, esto lo hare-
mos dividiendo todos los indices de precios entre la nueva base y mul-
tiplicando por 100 el resultado. Con lo anterior formaremos la nueva
serie de indices de precios tomando como base el afio de 1973. Ahora,
para encontrar los salarios reales, dividiremos los salarios promedio
entre los indices de precios para cada afio.
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Afio 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983

$prom. 9632 9250 BAB2  BA3I9 8919 BBE9  BABY 7945 TF7I0 7544 7629
sem.
INPC 1000 1110 1212 1282 1364 146.8 1634 1855 2047 2172 2242
1973
=100

Con un poco de andlisis podemos decir que si vemos los datos sin deflac-
tar, los salarios casi se duplicaron de 1973 a 1983, pero si restamos el
efecto de los cambios en los precios, podemos notar que, en términos
reales, en realidad el salario disminuy6 casi en 20 unidades monetarias en
el mismo periodo.

También, si aplicamos una simple tasa de crecimiento podemos ver
el crecimiento negativo que sufrieron los salarios promedio semanales
en ese periodo:

76.29 _ 1 w100 = -20.79 = 21%
96.32

A los valores deflactados del peso también suele llamérseles de diferen-
tes maneras, tales como pesos constantes, salarios o ingresos reales,
poder de compra del peso y otros.

6.7.2 Poder de compra

El poder de compra de cualquier moneda, medido con base en el indi-
ce de precios al consumidor, puede calcularse también por cada afio
dado, para ello basta con calcular el reciproco de cada indice de pre-
cios de cada afo, esto nos indicard el valor de compra que tiene una
unidad monetaria, es decir, un peso de hoy con respecto al afio base.
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Veamos un ejemplo: con base en los datos del ejercicio anterior,

determine el deterioro del poder adquisitivo del peso en los diversos
afios con respecto del poder adquisitivo de un peso en 1973.

Respuesta: Unicamente tenemos que aplicar el reciproco correspon-
diente a cada indice de precios o lo que es lo mismo, dividir 1 entre
cada indice de precios para poder definir el deterioro del poder adqui-
sitivo como se muestra a continuacion:

Ao 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983

INPC

1973 11.0 11110 w1212 141282 11364 1/1.468  1/1.634  1/1.855 12047 172172 1/2.242
=100

Poder 1.0 0.90 0.83 0.78 0.73 0.68 0.61 0.54 .49 0.46 0.45
adquisitivo

Existen diferentes formas de interpretar estos resultados, veamos algunas:

a

El indice muestra el poder adquisitivo de un peso de 1973 en los
afos siguientes.

En 1983, el indice de 0.45 significa que un peso de 1983 permitira
comprar sélo 45% de lo que se podia comprar con un peso de 1973.
También podemos decir que un peso de 1983 representa Uinicamen
te 45 centavos de uno de 1973.

También podemos decir, que con 45 centavos de un peso de 1973
se podria comprar lo que hoy (1983), se compra con un peso.
También se dice que por cada peso cobrado en 1973, un trabajador
deberia cobrar, en 1983, el equivalente a $1/0.45 = $2.22 pesos para
poder compensar el efecto de la inflacion.

En términos de pesos constantes se puede decir que los trabajadores
recibieron menos sueldo al pasar los afios. Por ejemplo, en 1973
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cobraron $96.32, en 1974 el equivalente a $92.50, en 1975 el equi-
valente a $89.82... etcétera.

Finalmente, los datos expresados en términos del valor del peso en algin
periodo especifico de tiempo, se dicen expresados en pesos constantes
(con respecto al periodo dado como referencia o base).

Ejercicio global final (6.7.1):

Esto es en realidad un concentrado de los ejercicios que se fueron dejan-
do en cada punto y se piden también algunas definiciones de conceptos
gue también se vieron; puede servir como practica para todo este capi-
tulo.

Defina el concepto de nimero indice.

Expligue los nimeros indices simples, de precio, cantidad y valor.
Muestre también la forma de calcularlos con un ejemplo pequefio.
Explique los nimeros indices agregados, de precio, cantidad y valor.
Muestre también la forma de calcularlos con un ejemplo pequefio.
Explique el concepto y la manera de calcular los indices de precios
de Laspeyres.

Explique el concepto y la manera de calcular los indices de precios
de Raasche.

Explique el concepto y la manera de calcular los indices de precios
de Fisher.

Expliqgue brevemente el procedimiento para realizar el cambio de
base.

Defina el concepto de poder de compra y muestre con un ejemplo
pequefio la manera de calcularlo.

Con base en la siguiente tabla del consumo de productos lacteos de
un individuo.
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Consumo de productos lacteos

1990 1998
Precio Cantidad Precio Cantidad
Leche 1.20 2.0 1.80 1.5
Mantequil[a 1.50 2.0 2.25 2.5
Queso 1.30 0.5 1.95 1.0

Calcule y dé la interpretacién econdémica de:

Los indices simples de precios, cantidad y valor.

Los indices agregados simples de precios, cantidad y valor.
Los indices agregados ponderados de precios, cantidad y valor.
El indice de Laspeyres.

El indice de Paasche.

El indice de Fischer.

"o o0 T

10. De la siguiente tabla calcular el indice de Laspeyres, Paasche y de
Fisher.

Precios y cantidades consumidas de varios metales en México en
los afios de 1975y 1984

1975 1984
Precio Cantidad Precio Cantidad
Cobre 64.2 3440.0 66.8 240.6
Plomo 215 1144.0 25.6 710.0
Estario 339.8 49.4 623.8 42.8
Zinc 39.0 1068.0 48.6 558.0

11. Con base en los siguientes datos, calcule los mismos puntos que se
piden en el problema 9 (considere que los precios estan dados en
pesos y las cantidades en kilogramos para las interpretaciones).
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Precios pagados a los pescadores por diferentes
tipos seleccionados de pescado

1980 1990
Pescado Precio Cantidad Precio Cantidad
Bacalao 6.5 40.0 11.2 53.0
Lenguado 12.2 127.0 15.3 169.0
Merluza 7.9 119.0 22.7 27.0
Mojarra 4.0 141.0 4.9 55.0
Atdn 15.7 298.0 26.2 393.0

12. A partir de la siguiente serie, realice el cambio de base del afio de
1960 al afio de 1962, posteriormente realice el cambio de base del
afio 1962 a 1965.

Precios pagados a pescadores de camardn
en los afios de 1960-1967 (pesos)

indice de precios indice de precios indice de precios

Afo con base 1960 = 100 con base 1962 = 100 con base 1965 = 100
1960 100.0

1961 86.9
1962 795
1963 68.9
1964 65.6
1965 77.9
1966 1041
1967 94.3

13. Calcule los valores deflactados, es decir, a precios reales de la
siguiente serie de ventas de una compainiia.
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Ao Ventas INPC Valores deflactados

Ventas anuales de la compafiia X (miles de pesos)

1970 880 100.0
1971 940 112.3
1972 1100 115.3
1973 1450 123.1
1974 1790 137.7
1975 1825 151.2

14. Con base en los datos de la siguiente tabla determine el deterioro
del poder adquisitivo del peso en los diversos afios con respecto del
poder adquisitivo de un peso en 1974.

Afio 1973 1974 1975 1976 1977 1978 1979 1980 1981 1982 1983

INPC
1973 1.0 1110 1.212 1.282 1364 1468 1.634 1.855 2.047 272 2.242

=100
Poder

adquisitivo

Nota: En este ejercicio primero hay que cambiar de base de 1973 a base 1974 pero hay
gue darnos cuenta que, en este caso, el indice no se presenta multiplicado por 100, de
lo contrario se tendria que dividir 100 entre el indice, que si fuera multiplicado por 100,
por eso mejor dejarlo sin multiplicar por 100 para poder dividir 1 entre el resultado del
nuevo indice.
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Probabilidades del area derecha de la distribucion
normal.
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Probabilidades de Poisson

TABLA3

APENDICE 305

u
X 0.005 001 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0 09950 09900 09802 0.9704 0.9608 0.9512 0.9418 0.9324 09231 09139
1 0.0050 0.0099 00192 00291 0.0384 0.0476 0.0565 0.0653 0.0738 0.0823
2 0.0000 0.0000 0.0002 00004 0.0008 00012 00017 00023 00030 00037
3 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001

w
x 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
0 09048 0.8187 07408 0.6703 0.6065 0.5488 04966 04493 0.4066 03679
1 0.0905 0.1637 02222 0.2681 03033 03293 03476 03595 0.3659 03679
2 0.0045 0.0164 0.0333 00536 0.0758 00988 01217 0.1438 0.1647 0.1839
3 0.0002 0.0011 00033 00072 00126 00198 00284 00383 00494 00613
4 0.0000 0.0001 0.0002 00007 00016 0.0030 0.0050 0.0077 0.0111 00153
5  0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0004 00007 0.0012 0.0020 0.0031
3 0.0000 0.0000 00000 0.0000 0.0000 00000 00001 0.0002 0.0003 0.0005
7 0.0000 0.0000 00000 0.0000 0.0000 00000 00000 0.0000 0.0000 0.0001

i
x 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0
0 03329 03012 02725 02466 02231 02019 01827 0.1653 0.1496 0.1353
1 03662 03614 03543 03452 03347 03230 03106 0.2975 0.2842 0.2707
2 02014 02169 02303 02417 02510 02584 02640 02678 02700 02707
3 0.0738 00867 00998 0.1128 0.1255 01378 0.1496 0,607 0.1710 0.1804
4 00203 00260 00324 00395 00471 00551 0.0636 0.0723 00812 0.0902
5 0.0045 0.0062 0.0084 00111 00141 00176 0.0216 0.0260 0.0309 0.0361
[ 0.0008 0.0012 00018 0.0026 0.0035 00047 0.0061 0.0078 0.0098 0.0120
7 0.0001 00002 00003 0.0005 00008 00011 00015 0.0020 0.0027 0.0034
8  0.0000 0.0000 00001 0.0001 00001 00002 00003 0.0005 00006 0.0009
9 0.0000 0.0000 00000 0.0000 00000 00000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002
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TABLA 3
Probabilidades de Poisson
Continuacion...

n
X 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3.0

0 01225 0108 0.1003 0.0907 0.0821 00743 00672 0.0608 0.0550 0.0498
1 02572 0.2438 02306 02177 02052 01931 01815 0.1703 0.1596 0.1494
2 02700 02681 0.2652 0.2613 02565 02510 02450 02384 02314 0.2240
301890 0.1966 02033 02090 0.2138 02176 02205 02225 02237 0.2240
4 00992 01082 0.1169 0.1254 0.1336 01414 01488 0.1557 0.1622  0.1680
5 00417 00476 0.0538 00602 00668 00735 00804 0.0872 0.0940 0.1008
6 00146 00174 0.0206 0.0241 00278 00319 00362 00407 0.0455 0.0504
7 00044 0.0055 0.0068 0.0083 0.0099 00118 00139 00163 00188 0.0216
8  0.0011 0.0015 00019 00025 00031 00038 00047 0.0057 0.0068 0.0081

9 0.0003 0004 0.0005 00007 0.0009 00011 00014 00018 0.0022 0.0027
10 0.0001  0.0000  0.0000  0.0002 0.0002 00003 0.0004 0.0005 00006 00008
1 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 00001 00007 0.00017 00002 0.0002
12 0.0000  0.0000 00000 00000 0.0000 00000 00000 00000 0.0000 0.0001

|.l.

X 31 3.2 33 3.4 35 3.6 37 3.8 39 4.0

0 0.0450 0.0408 0.0369 0.0334 0.0302 00273 00247 0.0224 0.0202 0.0183
1 0.139%7 0.1304 0217 01135 0,057 00984 0.0915 0.0850 0.0789 0.0733
0.2165 0.2087 0.2008 0.1929 0.1850 01771 0.1692 0.1615 0.1539  0.1465
0.2237 0.2226 02209 02186 02158 02125 02087 0.2046 0.2001  0.1954
01734 0781 0823 0.1858 0888 01912 01931 00944 01951 0.1954
01075 01140 01203 0.1264 01322 01377 0.1429 01477  0.1522  0.1563
(L0555 0.0608 00662 0.0716 0.0771 00826 00881 0.0936 0.0989 0.1042
0.0246 00278 0.0312 0.0348 0.0385 00425 00466 0.0508 0.0551  0.0595
0.0005 0.0111 0.0129 0.0148 0.016%9 00191 00215 0.0241  0.0269 0.0298
0.0033  0.0040 0.0047 0.0056 0.0066 00076 0.0089 0.0102 0.0116 0.0132
10 0.0010 00013 00076  0.0019 0.0023 00028 0.0033 00039 0.0045 0.0053
n 0.0003  0.0004 0.0005 0.0006 00007 0.0009 00011 00013 00016 0.0019
12 0.0001 00001  0.0001  0.0002 0.0002 0.0003 00003 00004 00005 0.0006
13 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 00001 00001 00001 000001 00002 0.0002
14 0.0000 0.0000 00000 0.0000 0.0000 00000 0.0000 0.0000 ©0.0000 0.0001

=l - . I U =)
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Probabilidades de Poisson

Continuacion...

u

X 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5

0 00166 00150 00136 00123 00111 00101 0.0091 00082 0.0074 0.0067
1 00679 0.0630 00583 0.0540 0.0500 00462 0.0427 0.0395 0.0365 0.0337
2 04393 0,323 01254 01188 0,125 01063 0.1005 0.0948 0.0894 0.0842
3 0.1904 0.1852 0.1798 0.1743 0.1687 01631 0.1574 01517 0.1460 0.1404
4 01951 01944 01933 01917 0.1898 0.1875 0.1849 0.1820 0.1789 0.1755
5 0.1600 01633 0.1662 0.1687 0.1708 0.1725 0.1738 01747 01753 0.1755
6 01093 01143 01191 01237 01281 01323 01362 01398 0.1432 0.1462
7 0.0640 00686 0.0732 00778 0.0824 00869 0.0914 00959 0.1002 0.1044
8 00328 00360 0.0393 00428 0.0463 00500 0.0537 00575 0.0614 0.0653
9 00150 0.0168 0.0188 00209 0.0232 00255 0.0280 0.0307 0.0334 0.0363
10 00061 00071 0.0081 00092 0.0104 00118 0.0132 00147 0.0164 0.0181
1 0.0023 0.0027 0.0032 00037 00043 00049 0.0056 0.0064 0.0073 0.0082
12 0.0008 0.0009 00017 00014 00016 00019 00022 00026 0.0030 0.0034
13 0.0002 0.0003 00004 00005 0.0006 00007 00008 00009 0.0017 00013
14 0.0001 0.0001 0.0001 00001 0.0002 00002 0.0003 00003 0.0004 0.0005
15 0.0000 0.0000 0.0000 00000 O0.0001 00001 00001 00001 0.0000 0.0002

m

X 5.1 5.2 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6.0

0 00061 0.0055 0.0050 00045 0.0041 00037 0.0033 00030 0.0027 00025
1 0.0311 0.0287 0.0265 0.0244 0.0225 00207 0.0191 0.0176 0.0162 0.0149
2 00793 00746 0.0701 0.0659 0.0618 00580 0.0544 00509 0.0477 0.0446
3 01348 01293 01239 01185 0133 01082 0.1033 00985 0.0938 0.0892
4 01719 0681 09641 01600 01558 01515 01472 07428 01383 0.1339
5 01753 0.1748 01740 0.1728 0.1714 01697 0.1678 0.1656 0.1632  0.1606
6 0.1490 0.1515 0.1537 0.1555 0.1571 01584 0.1594 0.9601 0.1605 0.1606
7 0108 01125 0.1163 01200 0.1234 01267 0.1298 0.1326 0.1353  0.1377
8 0.0692 0.0731 00771 00810 0.084% 00887 0.0925 00962 0.0998 0.1033
9 00392 00423 0.0454 0.0486 0.0519 00552 0.0586 0.0620 0.0654 0.0688
10 0.0200 00220 0.0241 0.0262 0.0285 0.0309 0.0334 0.0359 0.0386 0.0413
11 0.0093 00104 00116 00129 0.0143 00157 0.0173 00190 0.0207 0.0225
12 0.0039 0.0045 0.0051 0.0058 0.0065 00073 0.0082 0.0092 0.0102 00113
13 0.0015 0.0018 0.0021 00024 0.0028 00032 0.0036 00041 0.0046 0.0052
14 00006 00007 0.0008 0.0009 0.0011 00013 0.0015 00017 00019 0.0022
15 0.0002 0.0002 0.0003 0.0003 0.0004 00005 0.0006 00007 0.0008 0.0009
16 0.0001 0.0001 00001 00001 00001 00002 00002 00002 0.0003 0.0003
17 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 00007 00001 00001 00001 0.0001
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TABLA 3
Probabilidades de Poisson
Continuacion...

x 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 6.6 6.7 6.8 6.9 7.0

0 0.0022 0.0020 00018 00017 0.0015 0.0014 00012 00011  0.0010 0.0009
1 0.0137 0.0126 0.0116 00106 00098 0.00%0 00082 0.0076 00070 0.0064
2 0.0417  0.0390 0.0364 00340 00318 002% 00276 0.0258 00240 0.0223
3 0.0848 0.0806 00765 00726 0.0688 0.0652 00617 0.0584 00552 0.0521
4 0.1294  0.1249 01205 01162 03118 09076  0.9034 0.0992 0.0952 0.0912
5 0.1579  0.1549  0.1519  0.1487 0.1454  0.1420 0.1385 0.1349 0.1314  0.1277
6 01605 0601 01595 01586 01575 0.1562  0.1546 01529 0511 0.1490
7 0.1399 0.1418 0.1435 0.1450 0.1462 0.1472 0.1480 0.1486 0.1489 0.1490
8 01066 01099 01130 0.1160 01188 01215  0.1240 01263 0.1284  0.1304
a9 0.0723  0.0757 0.0791  0.0825 0.0858 0.0891 0.0923 0.0954 0.0985 0.1014
10 0.0441 0.0469 0.0498 0.0528 0.0558 0.0588 00618 00649 00679 00710
11 0.0245 0.0265 0.0285 0.0307 0.0330 0.0353 0.0377 0.0401 0.0426 0.0452
12 0.0124 0.0137 0.0150 00164 0.0179 0.0194 0.0210 0.0227 0.0245 0.0264
13 0.0058 0.0065 0,0073 0.0081 0.0089 0.0098 00108 00119 0.0130 0.0142
14 0.0025 00029 00033 0.0037 00041 0.0046 00052 00058 0.0064 0.0071
15 0.0010 00012 00014 0.0016 00018 0.0020 00023 00026 00029 00033
16 0.0004 00005 0.0005 00006 0.0007 00008 00010 00011 0.0013 00014
17 0.0001 0,000 00002 0.0002 00003 00003 00004 00004 00005 0.0006
18 0.0000  0.00001  0.0001 0.0001 00001 00001 00001 00002 00002 00002
19 0.0000  0.0000 0.0000 00000 0.0000 00000 0.0000 00001 0.0001 0.0001

u

X 7.1 7.2 7.3 74 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8.0

0.0008 0.0007 0.0007 00006 0.0006 0.0005 00005 0.0004 0.0004 0.0003
0.0059 0.0054 0.0049 0.0045 0.0041 0.0038 0.0035 0.0032 0.0029 0.0027
0.0208 0.0194 0.0180 00167 00156 00145 00134 0.0125 0.0116 0.0107
0.0492  0.0464 00438 0.0413 0.0389 00366 00345 0.0324 00305 0.0286
0.0874 0.0836 0.0799 00764 00729 00696 00663 00632 00602 0.0573
01241 03204 03167 0130 02094 01057 02021 0.0986  0.0951  0.0916
01468  0.1445  0.1420 01394 01367 0.1339 02311 0.1282 01252 0122
0.1489 0.1486  0.1481  0.1474 00465  0.1454  0.1442  0.1428 01413 0.1396
0.1321 01337 03351 01363 0373 01382 01388 0.1392 01395 0139
01042 03070 0309 011217 01144 01167 01187 01207 03224 01241
0.0740  0.0770 0.0800 0.0829 0.0858 00887 0.0914 0.0941 0.0967 0.0993

[C= - - Y T -]
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Probabilidades de Poisson

Continuacion...

i
x 7.1 72 7.3 7.4 7.5 7.6 7.7 7.8 7.9 8.0
11 0.0478 00504 00531 0.0558 00585 00613 00640 0.0667 0.0695 0.0722
12 00283 00303 00323 00344 00366 003886 00411 00434 00457 0.0481
13 0.0154 0.0168 00181 00196  0.0211  0.0227  0.0243  0.0260 0.0278 0.0296
14 00078 0.0086 0.0095 0.0104 00113 00123 00134 00145 00157 0.0169
15 0.0037 0.0041 00046 0.0051 00057 00062 00069 00075 0.0083 0.0090
16 00016 00019 00021 00024 00026 00030 00033 00037 0.0041 0.0045
17 00007 00008 00009 00010 00012 00013 00015 00017 00019 0.0021
18 00003 0.0003 00004 00004 00005 0.0006 00006 0.0007 0.0008 0.0009
19 0.0001 0.0001 00001 00002 00002 00002 0.0003 0.0003 0.0003 0.0004
20 0.0000 00000 00001 00001 00001 00001 0.0001 00001 0.0001 0.0002
21 0.0000 0.0000 00000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001

1
x 8.1 8.2 8.3 8.4 8.5 8.6 8.7 8.8 8.9 9.0
0 0.0003  0.0003 00002 00002 00002 0.0002 0.0002 0.0002 ©0.0001 0.0001
1 00025 00023 00021 00019 00017 00016 00014 00013 0.0012 0.0011
2 00100 0.0092 00086 0.0079 00074 00068 0.0063 0.0058 0.0054 0.0050
3 00269 00252 00237 0.0222 00208 00195 0.0183 00171 0.0160 0.0150
4 0.0544 0.0517 0.0491 0.0466 0.0443 0.0420 0.03983 D0.0377 0.0357 0.0337
5 0.0882 0.0849 00816 00784 00752 00722 0.0692 00663 0.0635 0.0607
b 0,119 01160 01128  0.1097 0066 0.1034  0.1003 0.0972 0.0941 0.0911
701378 01358 01338 01317 01294 01271 01247 0.222 01197 0.1171
8 01395 0.1392 0.1388 0.1382 0375 01366 01356 0D.1344  0.1332  0.1318
9 0.1256 0.1269 01280 0.1290 0.1299 01306 0.13117 01315 0.1317  0.1318
10 01017 01040 01063 01084 01104 0.1123 0.1140 01157 01172 01186
11 00749 0.0776 00802 00828 00853 0.0878 0.0902 0.0925 0.0948 0.0970
72 0.0505 0.0530 00555 0.0579 0.0604 00629 0.0654 0.0679 0.0703 0.0728
13 0.0315 0.0334 0.0354 0.0374 0.0395 0.0416 0.0438 0.0459 0.0481 0.0504
14 0.0182 0.0196 0.0210 0.0225 0.0240 0.0256 0.0272 0.0289 0.0306 0.0324
15 0.0098 0.0107 00116 0.0126 0.0136 0.0147 00158 0.0169 0.0182 0.0194
16 0.0050 0.0055 0.0060 0.0066 0.0072 00079 0.0086 0.0093 0.0101 0.0109
17 0.0024 0.0026 0.0029 0.0033 0.0036 0.0040 0.0044 00048 0.0053 0.0058
18 0.0011 00012 00014 00015 00017  0.0019 0.0021 0.0024 0.0026 0.0029
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Probabilidades de Poisson

TABLA 3

Continuacion.

u

X 8.1 8.2 8.3 8.4 8.5 8.6 8.7 8.8 8.9 9.0

19 0.0005 0.0005 00006 0.0007 00008 00009 00010 00011 00012 00014
20 0.0002 00002 00002 00003 0.0003 00004 00004 0.0005 00005 00006
21 0.0001 00001 0.0001 00001 00001 00002 00002 00002 00002 00003
22 0.0000 00000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001

33

x a1 9.2 9.3 94 95 96 97 9.8 9.9 10.0

0 0.0001 00001 0.0001 0.0001 00001 00001 00001 0.0001 0.0001 0.0000
100010 00009 0.0009 00008 00007 00007 00006 00005 00005 0.0005
2 0.0046 00043 0.0040 0.0037 0.0034 00031 00029 00027 0.0025 0.0023
3 0.0140 00131 00123 00115 00107 00100 00093 0.0087 0.0081 0.0076
4 0.0319 00302 0.0285 00269 00254 00240 00226 00213 0.0201 0.0189
5 0.0581 00555 00530 0.0506 0.0483 0.0460 0.0439 0.0418 0.0398 0.0378
6 00881 00851 0.0822 00793 00764 00736 00709 00682 0.0656 0.0631
7 01145 01118 01091 0.1064 0.1037 0,1010 0.0982 0.0955 0.0928 0.0901
8  0.1302 01286 0.1269 0,251 01232 03212 0191 01170 0.1148 01126
9 04317 041315 01311 01306 0.1300 01293 01284 01274 0.1263 01251
10 01198 01210 01219 01228 01235 0.1241 01245 0.1249 01250  0.1251
11 0.0991 01012 0.1031 0.1049 01067 0.1083 0.1098 0.1112 01125 0.1137
12 00752 00776 0.0799 0.0822 00844 0.0866 0.0888 0.0908 0.0928 0.0948
13 0.0526 00549 0.0572 0.0594 00617 0.0640 0.0662 0.0685 0.0707 0.0729
14 0.0342 0.0361 0.0380 0.0399 00419 00439 0.0459 0.0479 0.0500 0.0521
15 00208 00221 0.0235 00250 00265 00281 0.0297 0.0313 00330 0.0347
16 00118 00127 0.0137 00147 00157 00168 00180 0.0192 0.0204 0.0217
17 0.0063 00069 0.0075 00081 00088 00095 00103 00111 00119 00128
18 00032 00035 0.0039 00042 00046 00051 00055 0.0060 0.0065 0.0071
19 0.0015 00017 0.0019 00021 00023 00026 00028 0.0031 00034 00037
20 0.0007 0.0008 0.0009 0.0010 00011 00012 00014 0.0015 0.0017 0.0019
21 0.0003 00003 0.0004 0.0004 0.0005 0.0006 0.0006 0.0007 0.0008 0.0009
22 00001 00001 0.0002 0.0002 00002 0.0002 00003 00003 0.0004 0.0004
23 00000 00001 00001 0.0001 0.001 00001 00001 00001 0.0002 0.0002
24 0.0000 0.0000 00000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 00001 00001 0.0001
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Probabilidades acumuladas de Poisson

M

0.005 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.9950 0.9900 09802 09704 09608 09512 09418 09324 09231 09139
1.0000 1.0000  .9998 9996 9992 9988 9983 9977 9970 9962
1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 9999 9999

n

10 M A2 BE] 4 A5 16 a7 18 19

W k= &

9048 8958 .B869 8781 8694 B607 8521 .B437 .8353 8870
.9953 9944 9934 9922 9911 9898 .9885 9871 9856 9841

9998 9998 9997 9997 9996 9995 9994 .9993 9992 9990
1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

B

.20 il 22 .23 24 .25 .26 27 .28 .29

B M= D

8187 8106 .B025 7945 7866 7788 Al 7634 7558 7483
9825 9808 9791 9773 9754 9735 9715 .9695 9674 9653
.9989 9987 .9985 .9983 .9981 9978 9976 .9973 9970 9967
.9999 9999 .9999 9999 9999 9999 9998 9995 9998 9998
1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

30 32 34 36 38 A0 42 44 46 48

B =)

7408 7261 7118 6977 6839 L6703 6570 6440 L6313 6188
9631 9585 9538 9488 9437 9384 9330 9274 9217 9158
9964 9957 .9949 9940 9931 9921 9910 9898 9885 9871
9997 9997 9996 .9995 .9994 .9992 9991 .9989 9987 9985
1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 9999 9999 9999 9999
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TABLA 4
Probabilidades acumuladas de Poisson

Continuacion..

n

X 50 55 60 .65 70 7 .80 85 .90 .95
0 6065 5769 5488 5220 4966 4724 4493 4274 4066  .3867
1 9098 8943 8781  .B6I4  .B442 8266  .BOSS 7907 7725 7541

2 9856 9815 9769 8717 9659 9595 9526 9451 9371 9287
3 9982 9975 9966 9956 9942 9927 9909 9889 9865 9839
4 9998 9997 9996 9994 9992 9989 .9986 9982 9977 9971
5 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9999 9999 9998 9997 9997 19995
4] 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999

m
X 1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9

0 3679 3329 0z 2725 2466 2231 2019 1827 1653 1496
1 7358 6990  .6626  .6268  .5918  .5578  .5249 4932 4628  .4337

2 9197 9004 8795 8571 8335 .8088 7834 7572 7306 7037
3 9810 9743 9662 9569 9463 9344 9212 9068 8913 8747
4 9963 9946 9923 9893 9857 9814 9763 9704 9636 9559
5 9994 9990 9985 9978 .9968 9955 .9940 9920 9896 9868
6 9999 9999 9997 9996 9994 9991 9987 9981 9974 9966
7 1.0000  1.0000  1.0000 9999 9999 19998 9997 9994 9994 9992
8 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 9999 9998
9 1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000  1.0000 1.0000
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Probabilidades acumuladas de Poisson

Continuacion...

u
X 20 2.1 2.2 23 24 2.5 2.6 27 2,8 2.9
0 1353 1225 L1108 L1003 :0907 0821 0743 0672 0608 0550
1 4060 3796 3546 3309 3084 2873 2674 2487 2311 2146
2 6767 6496 6227 .5960 5697 5438 5184 4936 4695 4460
3 B571 8386 8194 7993 7787 7576 7360 141 6919 6696
4 9473 9379 9275 9162 9041 8912 8774  .8629  .8477  .8318
5 9834 9796 9751 9700 9643 9580 9510 9433 9349 9258
b ,9955 .9941 19925 9906 9884 9858 .9828 9794 9756 9713
7 9989 9985 .9980 9974 9967 9958 9947 9934 9919 9501
8 9998 9997 ,9995 9994 9991 9989 9985 9981 9976 9969
9  1.0000 9999  .9999  .9999  .9998  .9997  .9996  .9995  .9993  .9991
10 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9999 9999 9998  .9998
1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
m

x 3.0 31 3.2 33 3.4 3.5 36 3.7 38 39
O 0498 .0450 .0408 .0369 0334 .0302 0273 0247 .0224 0202
1 1991 1847 712 1586 1468 L1359 1257 1162 1074 .0992
2 4232 4012 3799 3594 3397 3208 ,3027 .2854 2689 .2531
3 6472 6248 6025 5803 5584 5366 5152 4942 4735 4532
4 8153 .7982 7806 7626 7442 7254 7064 6872 6678 6484
5 9161 9057 8946 8829 8705 8576 8441 8301 .8156 8006
6 9665 9612 9554 .9490 9421 9347 9267 9182 9091 .8995
7 9881 9858  .9832  .9802 9769  .9733 9692 9648  .9599  .9546
8 9962 9953 ,9943 9931 9917 990 9883 9863 9840 89815
9 9989 9986  .9982  .9978 9973 9967 9960 9952 9942  .9931
10 9997 9996 9995 9994 9992 .9990 9987 ,9984 9981 9977
1} .9999 9999 .9999 9998 9998 9997 9996 9995 19994 9993
12 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9999 .9999 9999 .9998 9998
13 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999
14 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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TABLA 4
Probabilidades acumuladas de Poisson
Continuacion...
mn

X 4.0 4.2 4.4 4.6 4.8 5.0 52 5.4 5.6 5.8

o 0183 0150 0123 010 0082 0067 .0055 0045 0037 .0030
1 0916 0780 0663 0563 0477 0404 .0342 0289 .0244 .0206

2 2381 2102 1851 1626 1425 1247 1088 .0948 .0824 0715
3 4335 3954 3594 31257 .2942 .2650 .2381 2133 1906 1700
4 6288 5898 5512 5132 4763 4405 4061 3733 3421 3127
5 7851 7531 7199 6858 6510 6160 .5809 5461 5119 4783
4] 8893 .B675 8436 8180 .7908 7622 7324 017 6703 6384
7 9489 9361 9214 9049 8867 BR6R .B449 a1z 7970 F70
8 9786 49721 9642 9549 9442 9319 Ity 9026 8857 8672
9 9919 .9889 9851 9805 .9749 9682 9603 9512 9409 9292
10 9972 9959 9943 9922 9896 9863 9823 9775 9718 9651
11 9991 .9986 .9980 9971 .9960 .9945 9927 9904 9875 9840
12 9997 9996 9993 9990 9986 9980 9972 9962 9949 9932
13 9999 9999 9998 9997 9995 9993 .9990 9986 .9980 9973
14 1.0000  1.0000 9999 9999 .9999 9998 9997 9995 9993 9990
15 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000  .9999 9999 9998 .9998 9996
16 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 9999 .9999
17 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Probabilidades acumuladas de Poisson

Continuacion...
[

X 6.0 6.2 6.4 6.6 6.8 7.0 7.2 7.4 7.6 7.8

0 0025 0020 .0017  .0014 0011  .0009  .00O7 0006  .0OD5  .0004
1 0174 0146  .0123  .0103 0087  .0073  .0061  .0051 0043  .0036
2 0620 0536  .0463  .0400  .0344  .0296  .0255 .0219  .0188  .0161
3 1512 1342 1189 .1052 0928  .0818 0719  .0632  .0554  .0485
4 2851 2592 2351 2127 1920 1730 L1555 .1395  .1249 1117
5 4457 4141 3837 3547 3270 3007 2759 2526 2307 2103
6 6063 5742 5423 5108 4799 4497 4204 3920 3646 3384
7 7440 7160  .6B73 6581  .6285  .5987 5689  .5393 5100  .4812
8 8472 8259 8033 7796 7548  .7291 7027 6757  .6482  .6204
9 9161 9016  .BB58  .B6B6  .8502  .8305  .BO96  .7877 7649 741

10 9574  .9486  .9386  .9274 9151  .9015  .8867  .8707  .8535  .8352
1 9799 9750 9693  .9627 9552  .9466  .9371 9265  .9148  .9020
12 9912 9887 9857  .9821 9779  .9730. 9673  .9609 9536  .9454
13 9964 9952 9937  ,9920 9898 9872 9841 9805  .9762 9714
14 9986  .9981  .9974 9966  .9956  .9943 9927  .9908 9886  .9859
15 9995 9993 9990 9986 9982  .9976  .9969  .9959  .9948  .9934
16 9998 9997 9996 9995 9993  .9990  .9987  .9983  .9978  .9971
17 .9999 9999 9999 9998 .9997  .9996  .9995 9993 9991  .9988
18 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9999  .9999 9998  .9997 9996  .9995
19 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999  .9999 9999  .9998
20 1.0000 1.0000 1.0000 11,0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999
21 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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TABLA 4
Probabilidades acumuladas de Poisson
Continuacion.

i
x 8.0 8.5 9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 1.5 12.0 12.5
O 0003 0002  .0001 .0001 0000  .000D  .0000 0000 0000  .0000
1 0030 0019 0012 0008 0005  .0003  .0002 0001 0001  .0001
2 0138 0093 0062 0042 0028  .0018  .0012  .0008 0005  .0003
3 0424 0301 0212 0149 0103 0071 0049 0034 0023 0016
4 0996 0744 0550 0403 0293 0211 0151 0107 0076  .0053
5 1912 149 1157 0885 0671 0504 0375 0277 0203  .0148
6 3134 2562 2068 1649 1301 1016 0786 0603 0458  .0346
7 4530 3856 3239 2687 2202 1785 1432 1137 0895  .0698
8 5925 5231 4557 3918 3328 2794 2320 1906 1550  .1249
9 7166 6530 5874 5218 4579 3971 3405 2888 2424 2014
10 8159 7634 7060 6453 5830  .5207 4599 4017 3472 2971

11 .Ba81 8487 8030 7520 6968 6387 5793 5198 4616 4058
12 9362 9091 8758 .Bibd N6 7420 6887 6329 5760 5190
13 9658 9486 9261 .B981 B645 8253 7813 7330 6815 6278
14 9827 9726 9585 .9400 9165 .8879 .8540 8153 7720 7250
15 9918 9862 9780 9665 9513 9317 9074 B783 Bdaq .B060
16 9963 9934 9889 9823 9730 -9604 9441 8236 .8987 .8693
17 9984 9970 9947 9911 9857 9781 9678 9542 9370 9158
18 .9993 9987 9976 9957 9928 .9885 9823 9718 9626 9481
19 9957 9995 9989 .9980 9965 9942 9907 9857 9787 9694
20 9999 9998 9996 9991 9984 9972 9953 9925 9884 9827
21 1.0000 9999 9998 9996 9993 9987 9977 9962 .9939 9906
22 1.0000 10000 9999 9999 9997 9994 9990 9982 9970 8951
23 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9999 9998 9995 9992 .9985 9975
24 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 9998 9996 9993 9988
25 1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 .9999 9998 8997 9994
26 1.0000  1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 .9999 9997
27 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 9999 .9999




TABLA S

Probabilidades del area derecha

de la distribucién normal

APENDICE 317

u
z 000 001 002 003 004 005 006 007 008 009
0.0 00000 0.0040 0.0080 00120 0.0160 00199 00239 00279 00319 0.0359
0.1 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753
02 00793 00832 00871 00910 0.0948 00987 0.1026 0.1064 01103 0.1141
03 01179 01217 01255 01203 0.1331 01368 01406 0.1443 0.1480 0.1517
04 01554 0591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 01772 0.1808 0.1844 0.1879
0.5 01915 01950 0.1985 02019 02054 02088 02123 02157 02190 02224
0.6 02257 02291 02324 02357 02389 02422 02454 02486 02518 0.2549
07 02257 02612 02642 02673 02704 02734 02764 02794 02823 0.2852
0.8 02881 02910 0.2939 02967 02995 03023 03051 03078 03106 0.3133
0.9 03159 03186 03212 03238 03264 03289 03315 03340 03365 03389
1.0 03413 03438 03461 03485 03508 03531 03554 03577 03599 03621
1.1 0.3643 03665 03686 03708 03719 03749 03770 03790 03810 0.3830
12 03849 03869 03888 03907 03925 03944 0392 03980 03997 0.4015
13 04032 04049 04066 04082 04099 04115 04131 04147 04162 04177
14 04192 04207 04222 04236 0.4251 04265 04279 04292 04306 0.4319
15 04332 04345 04357 04370 04382 0.4394 04406 04418 04429 0.4441
16 04452 04463 0.4474 04484 04495 04505 04515 04525 04535 0.4545
1.7 04554 04564 04573 04582 04591 04599 04608 04616 04625 0.4633
1.8 0.4641 0.4649 04656 0.4664 0.4671 04678 0.4686 04693 04699 0.4706
19 04713 04719 04726 04732 04738 04744 04750 04756 04761 0.4767
2.0 04772 0.4778 04783 04788 04793 04798 0.4803 0.4808 04812 0.4817
21 04821 04826 04830 04834 0.4838 04842 04846 0.4850 04854 0.4857
22 04861 04864 04868 0.4871 0.4875 04878 04831 04884 04887 0.4890
23 04893 04896 04898 04901 0.4904 04906 04909 04911 04913 0.4916
2.4 0.4918 0.4920 0.4922 04925 04927 04929 04931 0.4932 04934 0.4936
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TABLA 5

Probabilidades del area derecha

de la distribucién normal

Continuacion.
I

x 8.0 8.5 9.0 95 10.0 10.5 11.0 1.5 12.0 12.5
2.5 0.4938 0.4940 0494 0.4943 04945 (0.4946 0.4948 04949 0.4951 0.4952
2.6 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 04960 04961 04962 0.4963 0.4964
2.7 0.4965 0.4966 04967 0.4968 0.4969 04970 0.4971 04972 04973 0.4974
2.8 04974 04975 04976 0.4977 04977 04978 0.4979 04979 04980 0.4981
2.9 0.4981 04982 04982 0.4983 04984 0.4984 04985 04985 04986 0.4986
3.0 0.4986 0.4987 0.4987 0.4988 0.4988 0.4989 0.4989 04989 0.4990 0.4990
3.1 0.4990 0.4991  0.4991 0.4991 0.4992 0.4992 04992 04992 0.4993 0.4993
32 04993 04993 04994 0.4994 04994 04994 04994 04995 0.4995 0.4995
3.3 0.4995 0.4995 0.4995 04996 04996 0499 0.4996 04996 0.4996  0.4997
34 04997 04997 04997 04997 04997 04997 04997 04997 0.4998 0.4998
3.5 04998 04998 0.4998 0.4998 04998 04998 0.4998 04998 04998 0.4998
3.6 (.4998  (0.4998 0.4999 (.4999 (04999 (.4999 0.4999 04999 0.4999 0.4999
3.7 0.4999 04999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 0.4999 04999 0.4999 0.4999
1.8 0.4999 04999 (0.4999 0.4999 (.4999 (0.4999 0.4999 0.5000 0.5000 0.5000
3.9 05000 05000 05000 05000 05000 05000 05000 05000 05000 0.5000
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Este libro es producto del trabajo cotidiano rea-
lizado en las aulas de la Escuela Superior de
Economia del Instituto Politécnico Nacional y
surge con la idea de producir un material que desa-
rrolle de manera puntual y detallada el contenido
de la materia de Estadistica Descriptiva que se im-
parte en el tercer semestre de la Licenciatura en
Economia.

Sin embargo, la Estadistica Descriptiva se uti-
liza en diversas areas del conocimiento y, por tal
razon, este material puede ser util para quienes se
interesen en estos temas.

Finalmente conviene mencionar que la idea
principal es desarrollar cada tema de forma sen-
cilla'y de facil comprension para los alumnos sin
que esto signifique restarle importancia a las for-
malizaciones que los temas requieren; ademas, se /
hace hincapié en las interpretaciones de los resul.
tados obtenidos.
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